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第 1 章 代数 的 起 产 


代数 从 何 而 来 ? 粗略 地 说 , 代数 起 源 于 加 法 , 乘法 和 求 整 数 次 方 桥 的 计算 万 术 . 
如 采用 字母 代替 数 (这 一 点 并 非 显 而 务 见 且 有 多 种 方式 ), 束 使 我 们 能 够 在 更 三 泛 的 
代数 系统 中 使 用 类 似 的 法 则 进行 计算 . 对 这 一 问题 给 出 透彻 回答 的 尝试 将 我 们 带 进 
了 和 久 还 的 时 代 ， 融 进 了 数学 思想 奇妙 产生 的 过 程 ， 这 一 答案 ， 最 困难 的 部 分 与 我 们 
今天 的 基本 代数 结构 : 群 、 环 、 域 、 模 等 每 密 相关 . 但 这 恰好 是 本 书 的 大 部 分 内 容 ， 
因而 第 一 章 的 目的 目前 似乎 还 这 不 到 ， 

福 运 的 是 ， 在 大 多 数 代 数 公 理 抽象 的 外 表 下 ， 隐 含 着 非常 具体 的 理论 和 实际 间 
题 ， 它 们 的 解决 常常 垃 运 地 成 为 进一步 发 展 抽 象 理论 的 动力 .同样 地 ， 所 发 展 的 理 
论 又 成 为 解决 这 些 问 题 的 基础 和 工具 .存在 于 所 有 数学 领域 内 的 理论 与 应 用 之 间 的 
复杂 的 相互 作用 在 代数 中 表现 得 尤为 明显 ， 同 时 也 在 某 种 程度 上 说 明 我 们 通常 采用 
的 围绕 中 心间 题 层 层 深入 的 教学 方法 是 有 道理 的 . 

在 对 历史 事件 进行 过 简短 评注 之 后 ,我 们 将 叙述 包含 在 下 面 章 证 中 的 一 些 问题 ， 
这 些 问 题 之 一 成 为 研究 线性 方程 组 ， 窍 阵 和 行列 式 理论 的 出 发 点 ， 我 们 介绍 高 斯 方 
法 并 得 到 解 线 性 方程 组 的 初步 认识 . 

在 这 一 步 引 入 标准 的 符号 和 术语 是 有 益 的 ， 为 此 我 们 将 扼要 地 给 出 集合 与 映射 
的 理论 . 

我 们 将 引入 等 价 关系 和 商 映射 的 重要 概念 . 进一步 ， 为 了 详细 讲解 数学 归纳 法 
原理 ， 建 并 了 一 些 初 等 的 组 合 大 系 式 ， 我 们 特别 引出 了 置换 的 概念 ， 它 是 行列 式 理 
论 的 基础 . 

最 后 在 末尾 一 下 中 列 出 了 整数 的 最 简单 的 算术 性 质 . 这 些 性 质 不 仅 将 来 要 用 ， 
也 是 在 更 复杂 的 代数 系统 中 构造 类 似 算 法 的 原型 ， 
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本 章 的 材料 并 未 超出 中 学 课程 太 多 . 仅 要 求 读 者 准备 上 升 到 更 高 更 一 般 的 观点 . 
学 生 可 以 从 53 开始 读 起 . 


81 简谱 代数 


在 我 们 今天 的 时 代 , 谈论 数学 的 “代数 化 ”不 是 没有 理由 的 ， 即 代数 的 思想 和 方 
法 渗透 到 数学 各 个 分 支 的 理论 与 应 用 中 . 这 种 情况 在 20 世纪 中 时 变 得 十 分 明显 , 但 
情况 并 不 总 是 如 此 ， 正 如 人 类 活动 的 所 有 领域 一 样 ， 数 学 也 会 受到 时 尚 的 影响 ， 代 
数 方 法 的 流行 有 其 实际 的 原因 ， 尽 管 对 它 的 迷恋 有 时 会 超越 理智 的 界限 .由 于 掩盖 
了 内 容 的 代数 外 沉 不 亚 于 对 代数 的 基本 无 知 造 成 的 不 幸 ， 所 以 教科 书 的 作者 要 是 擅 
长 于 避免 代数 过 分 的 形式 化 ， 那 么 就 会 合情合理 地 受到 赞许 . 

只 要 不 走 极端 , 代数 自古 以 来 就 是 数学 的 一 个 重要 的 组 成 部 分 . 几何 也 是 这 样 ， 
但 我 们 愿意 在 这 里 引用 索 菲 : 格 尔 曼 的 观点 .“ 代 数 不 外 是 符号 的 几何 ， 而 几何 不 外 
是 图 形 的 代数 .” 后 来 情况 有 些 变 化 ， 但 仍 可 以 说 “数学 对 象 的 自然 属性 实质 上 是 不 
太 重 要 的 第 二 位 的 事情 ， 例 如 我 们 得 到 的 结果 既 可 以 用 纯 几 何 定 理 的 形式 表述 ， 也 
可 以 借助 解析 几何 以 代数 定理 的 形式 出 现 .”( 尼 . 布尔 巴 基 ). 

根据 “重要 的 不 是 数学 对 象 ， 而 是 它们 之 间 的 关系 ”这 一 原则 ， 代 数 被 定义 为 对 
各 种 集合 的 元 素 施行 代数 运算 的 科学 (这 种 说 法 有 些 重复 ， 并 且 使 未 入 门 者 完全 莫 
名 其 妙 ). 代数 运算 本 身 源 于 初等 算术 ， 肥 过 来 ， 基 于 代数 学 的 思想 ，“ 蜗 等 算术 ”， 
即 数论 中 的 许多 事实 得 到 了 最 自然 的 证 明 . 

但 是 代数 结构 ， 即 带 有 代数 运算 的 集合 ， 意 义 远 远 超 出 了 对 数论 的 应 用 .许多 
数学 对 象 (拓扑 空间 ， 多 复 变 函数 等 等 ), 其 研究 方法 是 建 并 相应 的 代数 结构 ， 即 便 与 
所 研究 的 对 象 不 完全 吻合 ， 但 在 所 有 的 情况 下 都 能 反映 出 它们 的 本 质 方面 . 在 现实 
世界 中 没有 什么 东西 是 完全 相同 的 . 

对 代数 学 的 这 一 明确 看 法 是 在 45 年 前 由 量子 力学 的 创始 人 之 一 狄 拉克 提出 来 
的 ， 他 说 :“ 现 代 物 理学 越 来 越 需 要 抽象 数学 及 其 基础 的 发 展 . 非 欧 几何 和 非 交 换代 
数 一 度 被 认为 是 虚构 的 ， 是 迷恋 逻辑 推理 的 简单 结果 ， 而 现在 则 被 公认 为 是 摘 绘 物 
理 世 界 不 可 或 缺 的 工具 .” 

代数 工具 在 研究 量子 力学 的 基本 粒子 ， 在 考察 刚体 性 质 和 晶体 结构 (在 这 方 
面 ， 群 表示 理论 特别 重要 ), 在 分 析 经 济 模式 ,在 制造 现代 化 计算 机 等 方面 都 是 非常 
有 用 的 . 

与 此 同时 ， 代 数学 也 受到 其 他 学 科 新 鲜 汁 液 的 哺育 ， 其 中 包括 数学 中 的 其 他 学 
科 ， 例 如 代数 的 同调 方法 产生 于 拓扑 学 和 代数 数论 ， 因 而 代数 的 面貌 和 人 们 对 代数 
的 看 法 在 不 同 的 时 期 有 所 改变 是 不 足 为 奇 的 ， 我 们 不 可 能 详细 地 列 出 这 些 变化 ， 不 
仅 由 于 篇 幅 有 限 ， 尤 其 是 因为 书写 历史 必需 具体 ， 而 这 只 有 在 学 习 了 代数 的 基础 知 
识 之 后 才能 办 到 .我 们 仅 限 于 列举 一 个 带 有 人 名 和 年 代 的 图 表 . 


“算术 ”( 公 元 前 91440) 


( 约 825 年 ) 
文艺 复兴 时 代 
S. 费 罗 (1465 一 1526) 

Ν. 塔 尔 塔 利 亚 (1500 一 1557) 
G. 卡尔 达 诺 (1501 一 1576) 
L. 费 拉 里 (1522 一 1565) 
F. 韦 达 (1540 一 1603) 
R. 邦 贝 利 (1530 一 1572) 
17 至 18 世纪 
R. 44 -Ε 1596-1650) 

Ρ. 费 马 (1601- 一 1665) 

I. 牛顿 (1643 一 1727) 

. 361Η)9χ(1646---1716) 
L. 欧 拉 (1707 一 1783) 

1. 达 朗 贝尔 (1717 一 1783) 

J. 工 . 拉 格 朗 日 (1736 一 1813) 
G. 克拉 默 (1704 一 1752) 
P. 拉 普 拉 斯 (1749 一 1827) 
Α. 范 德 蒙 德 (1735 一 1796) 
19 世纪 至 90 世纪 初 
Κ.Ε. 高 斯 (1777 一 1855) 

P. 犹 利 克 雷 (1805 一 1859) 

Ε. 库 默 尔 (1810 一 1893) 

L. 克 罗 内 克 (1823 一 1891) 

R. 戴 德 金 (1831 一 1916) 

E. L. 优 洛 塔 雇 夫 (1847 一 1878) 
Ω. Ε. 沃 罗 详 依 (1868 一 1908) 
Α.Α. 马尔 可 夫 (1856 一 1922) 
P. 工 . 切 比 雪夫 (1821 一 1894) 
C. 埃 尔 米 特 (1822 一 1901) 


Α. 胡 尔 维 茨 (1859 一 1919) 


N. I. 罗 巴 切 夫 斯 基 (1792 一 1856) 


81 


古代 巴比伦 和 埃及 文化 , 希腊 文化 . 丢 番 图 的 | 自然 数 与 正 有 理 数 的 四 则 运算 . 几何 学 与 


中 世纪 的 东方 文化 . 稳 罕 软 德 ， 花 拉 子 米 
(Muhammad al-Khwarizmi ) 的 著作 《代数 》 


简 谈 代数 3 


天 文学 中 的 代数 公式 . 作 图 问题 的 形成 
(立方 倍 积 与 三 等 分 角 )， 代 数 思想 的 使 用 
是 很 久 以 后 的 事情 . 
一 次 及 二 次 代数 方程 . 术语 “代数 ”一 词 
的 产生 ， 


三 次 和 四 次 代数 方程 的 一 般 解 . 建立 了 现 
代 的 代数 符号 . 


出 现 了 解析 几何 一 一 几何 与 代数 之 间 的 
坚实 的 桥梁 : 
数论 研究 趋 于 活路 
开始 研究 多 项 式 代数 

深入 研究 代数 方程 求解 的 一 般 公式 . 

证 明 数值 系数 代数 方程 根 的 存在 性 的 首 
批 方法 
行列 式 理论 的 开端 


证 明 数 值 系 数 方 程 根 的 存在 性 的 基本 定理 . 
代数 数论 的 深入 发 展 . 


探讨 代数 方程 近似 解 的 求法 . 
使 根 处 于 某 一 位 置 时 系数 应 满足 的 条 件 . 


.4. 第 1 章 代数 的 起 产 


续 表 
证 明 次 数 宇 5 的 一 般 方 程 不 能 用 根 式 求解 . 
代数 函数 论 的 发 展 . 
伽 罗 瓦 理论 的 创立 . 
主要 基于 置换 群 的 有 限 群 论 的 开端. 


P. 和 鲁 非 尼 (1765 一 1822) 
Ν. Η. 阿 贝 尔 (1802 一 1829) 
C. 雅 可 比 (1804 一 1851) 
Ε. {Π Β(1811--1832) 
G. 3Ε8ὲ(1826- 1866) 
Α.1.. 柯 西 (1789 一 1857) 
C 

L 

H 


. 若 尔 当 (1838 一 1922) 
. 西 罗 (1832 一 1918) 
. 格拉 斯 曼 (1809- 一 1877) 
1. 西 尔 维 斯 特 (1814 一 1897) 
Α. 山菜 (1821 一 1895) 

W. 哈密 尔 顿 (1805 一 1865) 

G. 布尔 (1815 一 1864) 

| S. 李 (1842 一 1899) 

F. 8835) 5ΙΉΠ(1δ49--1918) 
1. 塞 雷 (1819 一 1885) 

Μ. 庄 特 (1844 一 1922) 

D. Α. 格拉 韦 (1863 一 1939) 

Η. 庞 加 菜 (1854 一 1912) 

F. 克 莱茵 (1849 一 1925) 

W. 伯 恩 赛 德 (1852 一 1927) 

Ε. 莫 林 (1861 一 1941) 
J. 舒 尔 (1875 一 1941) 
再 ， 外 尔 (1885 一 1955) 
F. ΑΒ ΤΕ(1871-- 1946) 
1. ΚΗ» 诺 依 曼 (1903 一 1957) 
D. 希 尔 伯 特 (1862 一 1943) 
E. 1. (1869--1951) 

κ. τα ΡΕ/Κ(1861--1941) 

Ε. 施 泰 尼 蒋 (1871 一 1928) 
E. 诺 特 (1882 一 1935) 

E. 阿 廷 (1898 一 1962) 

H. 布尔 巴 基 《 数 学 原理 》. 
环 、 模 、 范 畴 、 同 调理 论 成 为 常用 的 语言 . 许多 不 同 的 理论 符合 泛 代数 的 通用 模式 . 模型 论 兴起 
于 代数 与 数理 逻辑 的 交界 处 . 古老 的 理论 焕然 一 新 , 扩大 了 自己 的 应 用 领域 . 
例子 有 现代 代数 几何 、 代 数 拓扑 、 代 数 攻 -理论 、 代 数 群 理论 . 有限 群 论 经 历 了 特殊 的 飞跃， 


目前 代数 学 正 处 在 生机 勃 勃 的 发 展 中 .其 中 俄罗斯 数学 家 做 出 了 惠 大 页 献 ， 我 
国 高 水 平 的 代数 研究 ， 应 归功 于 下 述 学 者 ， 如 Ν.α. ΠΒ ΒΕ (1894 一 1947),9.Ju. 
施 米 特 (1891-1956), A.IL 马尔 采 夫 (1909---1967),Α.. 库 洛 什 (1908--19Τ1),Ρ.8. 庄 


线性 代数 方法 的 次 入 发 展 . 
发 现 四 元 数 后 引起 的 超 复数 的 研究 

(这 样 的 系统 现在 称 为 代数 ). 

特别 是 连续 群 ( 李 群 ) 的 发 展 为 李 代 
数理 论 莫 定 了 基础 . 

代数 几何 和 不 变量 理论 成 为 数学 的 重要 
分 文 . 

在 19 世纪, 数学 尚未 高 度 专门 化 , 许多 大 科 
学 家 在 不 同 的 领域 内 创造 性 地 工作 . 


20 世纪 上 半 叶 ,整个 数学 大 厦 得 到 了 根本 
性 的 改造 . 


代数 不 再 是 关于 解 代数 方程 的 科学 ， 开始 
坚定 地 沿 者 公理 化 和 更 加 抽象 的 道路 发 展 . 


52 ΠΕ .5 . 
维 科 夫 (1901--1975),Ῥ.Κ. 法 捷 耶 夫 (1907---1989). 
52. ΠΗ ΠΕ 


本 节 列 出 水 平 各 异 的 四 个 问题 ， 前 三 个 问题 互 不 相同 ， 用 于 引起 对 不 同类 型 的 
域 , 对 线性 空间 ,对 群 及 其 表示 的 研究 , 它们 的 代数 理论 将 要 在 下 面谈 到 . 许多 专门 
著作 是 为 了 “解答 ”这 类 问题 而 写 的 . 第 四 个 问题 是 为 了 引出 线性 方程 组 的 研究 ， 读 
者 不 看 后 面 解 线性 方程 组 一 节 的 内 容 ， 目 己 试 着 去 解决 它 是 有 益处 的 ， 

1. 方程 的 根 式 解 问题 ”从 初等 代数 已 知 求 二 次 方程 oz -- δα Ἴ- ο-- 0 ΗΕ αι, 


πο 的 公 却 
一 bb 士 V 要 一 4ac 
1,2 一 ----Ὢ ---- (1) 
在 二 次 方程 


Tar bri+c=0 


中 ， 用 = 一生 ο 得 到 形 如 oa + pz + 9 一 0 的 方程 ， 方 程 的 三 个 根 mi,zz,zs 可 
由 它 的 系数 表示 成 下 述 形式 . 奉令 


一 上 1 十 V 一 3 
1) 一 一 4715 一 2707, E 一 ------ 


(2) 


(立方 根 满足 ww = 一 3p), 则 可 证 明 
αι 一 =(u 二 9), 22 -- (eu + ευ), 24 一 τίει 十 ε”υ). (3) 


与 公式 (1) 一 样 ， 对 字母 系数 wb cp,d 的 任意 数值 ， 例 如 任意 有 理 数值 ， 公 式 
有 效 . 公式 (2) 和 (3) 叫 作 卡尔 达 诺 公式 (1545 年 ), 对 此 作出 贡献 的 还 有 其 他 文艺 复 
兴 时 期 的 意大利 数学 家 ( 费 罗 , 塔 尔 塔 利 亚 ). 对 四 次 方程 也 找到 了 类 似 的 公式 ， 而 寻 
求 五 次 一 般 方 程 根 式 解 的 努力 延续 了 几乎 300 年 之 入， 但 未 能 获得 成 功 ， 直 到 1813 
年 鲁 菲 尼 (第 一 次 ， 粗 略 地 ) 和 1827 年 阿 贝尔 (独立 地 ， 完 全 严格 地 ) 证 明了 下 述 定 
ΒΕ, 次 一 般 方程 . 


Zn 十 alzn 一 十 .十 an 一 0 


当 n > 4 时 没有 根 式 解 . 

在 这 一 领域 中 的 本 质 发 现 是 1831 年 由 二 十 岁 的 伽 罗 瓦 得 到 的 (直到 1846 年 才 
为 世人 所 知 ), 他 给 出 了 对 任意 方程 (例如 有 理 系数 方程 ) 可 根 式 求解 的 判定 法 则 ， 而 
不 仅仅 局 限于 一 般 τι 次 方程 ， 对 每 一 个 n 次 多 项 式 (方程 ), 人 匣 罗 瓦 给 出 了 一 个 分 裂 
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域 和 由 这 个 域 的 自 同 构 组 成 的 有 限 集 (基数 不 超过 τὴ), 现在 称 之 为 域 的 (或 原 多 项 
ΑΗ) 135 Β, ΒΒ. 

我 们 把 伽 罗 瓦 理论 放 到 [ΒΑΙΠ] 中 更 详细 地 讲述 . 此 处 仅 宛 全 根据 内 在 的 性 质 区 
分 出 一 类 特殊 的 ΒΕ, 称 之 为 可 解 群 . 其 结论 是 ， 次 有 理 系数 方程 可 用 根 式 求解 ， 
当 上 县 仅 当 它 对 应 的 伽 罗 瓦 群 是 可 解 群 ， 例 如 ， 设 给 出 五 次 方程 


z2 --ᾱᾱ -- 1 --0, 


其 中 α 是 一 个 整数 ， 它 对 应 的 铅 罗 瓦 群 G。 以 某 种 复杂 的 方式 依赖 于 αἱ 当 a = 0 
时 ， Go 是 4 阶 循环 群 (根据 定义 ， 所 有 的 循环 群 都 是 可 解 的 ), 从 而 方程 


z" --1--0 


是 可 以 根 式 求解 的 . 反之 ，Gi 与 120 阶 对 称 群 55 有 相同 的 结构 ， 而 后 者 在 [BA 了 UI 
中 证 明 是 一 个 不 可 解 群 。 因 而 方程 


zl1=0 _ 


是 不 能 用 根 式 求解 的 . 

我 们 要 注意 , 从 应 用 的 角度 出 发 , 一 个 代数 方程 的 解 能 否 用 根 式 明显 地 表达 出 来 , 并 
没有 本 质 上 的 重要 疮 义 ， 反 而 是 计算 根 的 各 种 近似 方法 更 实用 一 些 ， 但 这 丝 芭 无 损 于 仙 
罗 瓦 理论 的 辉煌 ， 他 的 成 就 对 后 来 数学 的 发 展 在 思想 上 影响 帝 还 ， 从 那 时 起 ， 伽 罗 瓦 黄 
定 了 群 论 的 基础 ， 他 建立 的 分 裂 域 的 子 域 与 其 伽 罗 瓦 群 的 子 群 之 间 的 一 一 对 应 到 20 世 
纪 已 用 新 的 抽象 结构 加 以 充实 ， 成 为 数学 研究 中 不 可 缺少 的 工具 

2. 多 原子 分 子 的 状态 问题 ”每 一 个 分 子 都 可 以 被 看 作 是 一 个 粒子 系 , 即 原 子 核 
及 环绕 原子 核 的 电子 .如果 在 初始 时 刻 粒子 系 接近 于 平衡 状态 ， 则 在 一 定 条 件 下 ， 
粒子 系 中 的 粒子 总 是 停留 在 平衡 位 置 附近 ， 不 会 得 到 较 高 的 速度 .这 种 类 型 的 运动 
叫 作 相对 不 平衡 状态 的 振动 , 并 称 这 样 的 系统 是 稳定 的 . 

我 们 知道 ， 分 子 在 平衡 位 置 附近 的 任何 小 振动 都 是 所 谓 正 党 振动 的 个 加 .在 很 
多 情况 下 ， 注 意 到 分 子 内 部 的 对 称 性 ， 可 以 确定 分 子 的 势能 及 其 正常 频率 . 分 子 结 
构 的 对 称 性 用 分 子 的 点 群 来 描述 . 这 一 有 限 群 的 不 同 的 实现 ( 妈 它 的 不 可 约 表 示 ) 及 
其 与 这 些 实现 相 联 系 的 群 上 的 函数 (表示 的 特征 标 ) 确定 了 分 子 振动 的 参数 . 

例如 水 分 子 HzO( 见 图 1) 对 应 于 克 莱 因 四 元 群 (两 个 二 阶 循环 群 的 直 积 ); πε 
分 子 P4( 见 图 2) 则 形 如 正四 面体 ， 磷 原子 分 布 在 顶点 上 ,Pa4 对 应 于 对 称 群 δα, 其 阶 
为 24. 它 的 不 可 约 表示 在 [ΒΑΤΠ] 中 给 出 ， 

今天 分 子 结构 理论 的 发 展 没 有 群 论 的 帮助 是 难以 想 银 的 . 群 论 在 很 早 以 前 就 被 
应 用 到 结晶 学 上 , ΠΕ 1891 年 ， 伟 大 的 俄罗斯 结 曲 学 家 费 得 洛 夫 以 及 后 来 德国 科学 
家 绍 恩 费 里 斯 找到 了 230 种 空间 晶体 群 ， 描 述 了 自然界 已 发 现 的 一 切 唱 体 对 称 . 从 
那 时 起 ， 群 论 一 直 被 用 来 研究 对 称 性 对 晶体 物理 性 质 的 影响 . 


82 ” 几 个 典型 问题 .7， 


AN、 | | 
' - A 
图 1 图 2 


3. 通信 编码 问题 ”在 地 面 上 或 太空 中 建立 自动 通信 系统 时 ， 被 用 作 基 本 信息 
单位 的 通常 是 一 个 有 序 序 询 ， 称 之 为 行 (或 字 ): 


αξ-ίαι,α»,''' ,Qn), 


其 长 度 为 mwai =0 或 αι = 1. 因为 模 2 的 加 法 和 乘法 运算 在 计算 机 上 很 好 实现 ， 而 
信号 1,0 本 身 以 电子 信号 的 形式 来 传送 又 很 方便 (1 和 0 的 区 分 或 按照 信号 时 间 的 相 
位 ， 或 按照 信号 的 有 无 ); 无 怪 乎 GF(2)( 见 第 4 章 83) 被 通信 专家 们 用 来 加 工 信 息 . 
有 时 将 αι 看 作 其 他 有 限 域 中 的 元 素 也 很 方便 . 

为 了 排除 干扰 (大 气 放电 ， 字 宙 噪 音 等 ), 这 些 干扰 可 能 会 把 0 变 成 1, 把 1 变 成 
0, 必须 使 a 足够 长 ， 并 采用 专门 的 编码 系统 , 即 从 字 的 全 部 集合 5 中 挑选 出 由 传 
输 行 ( 字 码 ) 构成 的 子 集 So( 码 ), 以 便当 发 生 的 误差 不 是 太 大 时 ， 从 所 收 到 的 变形 了 
的 字 w 恢复 到 原来 的 a. 这 样 就 出 现 了 纠 错 码 

编码 的 代数 理论 近年 来 发 展 迅速 ， 给 出 了 许多 巧妙 的 编码 方法 ， 该 理论 主要 涉 
及 特殊 线性 编码 ，So 的 选取 依赖 于 特殊 长 方 矩阵 的 构造 和 线性 方程 组 的 解 ， 它 们 的 
系数 属于 一 个 给 定 的 有 限 域 ， 在 第 4 章 中 将 给 出 一 个 简单 的 例子 . 

4. 平板 受热 问题 ” 带 有 三 个 孔 的 矩形 平板 (π 3) 被 当 作 一 种 奇妙 装置 的 阔 
门 , 以便 得 到 低温 . 阀门 由 正方 形 方 格 构成 的 一 个 网 覆盖 着 . 位 于 网 的 四 条 边界 上 的 
正方 形 的 顶点 称 为 边界 点 , 而 其 他 的 顶点 叫 作 内 点 .测量 表明 ， 当 加 热 或 冷却 时 ， 
任 一 内 点 的 温度 是 它 相 邻 的 四 个 顶点 (内 点 或 边界 点 ) 温度 值 的 算术 平均 .我们 希望 
边界 点 的 温度 取 图 3 所 示 的 值 ， 这 是 可 能 的 吗 ? 如 果 可 能 ， 试 问 内 点 的 温度 分 布 是 
不 是 唯一 确定 的 ? 


Β ΓΗ 
十 
| -ο β 

ΒΒ“ 十 
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8$3 ”线性 方程 组 初步 
带 有 实 系数 a,b,c,d,e,f 的 线性 方程 oz = 六 以 及 形 如 


ασ + by = ε, (1) 
ο: -- ἄν -- | 


方程 组 的 求解 问题 在 中 学 已 经 学 习 过 了 ， 我 们 现在 的 目的 是 学 会 解 形 如 


Q1121 十 Q1272 十 … :十 Qtin2n 一 0， 
12121 二 43919 二 十 Qon Tn = bo, 


QmiT1 + Qam2T2 + OmnTn = bm 


的 一 般 线性 代数 方程 组 (或 简称 线性 方程 组 ). 此 处 m,n 是 任意 正 整 数 ， 看 起 来 ， 从 
方程 (1) 过 渡 到 方程 (2) 时 纯粹 数量 上 的 增长 是 一 件 具 有 本 质 意 义 的 事情 ， 形 如 (2) 
的 线性 方程 组 直接 出 现在 几乎 所 有 的 数学 分 支 中 ， 而 所 谓 线性 方法 ， 其 最 终 产 物 往 
往 是 线性 方程 组 的 解 ， 已 经 成 为 数学 中 发 展 最 充分 的 部 分 ,简略 地 说 ， 形 如 (2) 的 
线性 方程 组 为 19 世纪 创 江 积分 方程 的 理论 提供 了 原型 ,而 后 者 在 力学 和 物理 学 中 
有 着 特殊 重要 的 作用 ， 再 如 计算 机 处 理 的 大 量 实际 问题 也 要 归结 为 线性 方程 组 (2). 

1. 名 词 ”注意 到 方程 组 (2) 的 系数 使 用 了 非常 简明 方便 的 符号 ， 系 数 ai; 表示 
在 第 i 个 方程 中 第 1 个 未 知 数 的 系数 ( 读 作 “a 一 i 一 1”, 例如 αι; 读 作 “a 一 1 一 2”， 
而 不 是 “a 一 12”). 数字 5b; 叫 作 第 i 个 方程 的 常数 项 . 如 来 ὃν = 0,i = 1,z,… ,m, ΒΓ 
方程 组 (2) 为 齐 次 的 . 对 于 任意 的 一 组 b; = 0,1 = 1,… ,m, 线性 方程 组 


Q11T1 十 Glo22 十 … Ἔαιμτηο. 
a2121 十 Q2272 十 … 十 QonXn Ξ 0. 


(2 ) 


QmiTl  Ώγηθ 29 十 … 十 QmnTn 一 0 


叫 作 与 方程 组 (2) 相 对 应 的 齐 次 方程 组 , 或 方程 组 (2) 的 诱导 组 , 未 知 数 的 系数 可 
以 排 成 一 个 长 方形 的 表 


αιι U12 :: Qn 
C21 dd22 7 Won 
(3) 
Cml ἅἄπιο ο Ummn 


叫 作 一 个 πι x n Ρα ({ῃ ΒΕ πι = πι, 则 称 为 n 阶 方 阵 ), 并 可 简 记 为 (aij) 或 用 字母 4 
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”表示 ， 目 然 地 (aii, 4ai2,… ,ain) 叫 作 窍 阵 (9) 的 第 i 行 , 而 第 j 列 


今后 将 表示 成 用 方 括号 括 起 来 的 行 [a1;,02;,… amj] 以 便 节省 地 方 ， 当 算 阵 是 方 阵 
时 ， 我 们 还 可 以 谈 它 的 由 元 素 all 422,… ,ann 组 成 的 主 对 角 线 . 除 主 对 角 线 外 ,其 
他 所 有 元 素 都 等 于 零 的 方 阵 (αι), 叫 作 对 角 和 矩阵 , 有 时 记 作 


ἀἱαρίαιι, ον. απ): 


当 all = Q22 二 … 二 ann = 4 时 ， 称 之 为 纯 量 矩阵 , 记 作 diag,(a). πε βξ diag,, (1) 
叫 作 单位 矩阵 , 通常 记 作 Ει, 当 和 矩阵 的 阶 数 确定 时 可 简 记 作 Ε. 

与 矩阵 (3) 同时 ， 我 们 也 考虑 方程 组 (9) 的 增 广 矩阵 (aij|6i) 它 是 由 窍 阵 (3) 增 
添 常数 项 的 列 [θι, δ2,:-- ,bm] 得 到 的 ， 为 清楚 起 见 ， 用 竖 线 将 该 列 与 其 他 列 分 开 . 

如 果 用 数字 αὐ 代替 未 知 数 αι 时 , 方程 组 (2) 中 的 每 一 个 方程 都 变 成 了 恒等式 ， 
则 称 ”个 数 xz9,x9,.… ,zu 的 有 序 组 为 方程 组 (2) 的 一 个 解 , 而 αι 称 为 解 的 第 i 个 
分 量 . 这 时 也 称 有 序 组 x3, ποτ. νο 满足 (2) 的 每 一 个 方程 . 没有 任何 解 的 方程 组 
叫 作 不 相 容 的 . 有 解 的 方程 组 叫 作 相 容 的 , 如 果 只 有 了 唯一 解 ， 就 叫 作 确定 的 . 解 的 个 
数 多 于 一 个 的 方程 组 叫 作 不 定 的 . 一 个 给 定 的 方程 组 是 否 相 容 ， 如 果 相 容 ， 它 的 所 
有 的 解 是 什么 样 的 ， 这 就 是 我 们 当前 应 该 回答 的 问题 . 

再 来 看 82 的 第 四 个 问题 . 我 们 给 薄板 内 部 的 点 以 任意 顺序 从 1 到 416 编号 ( 即 
图 3 所 示 的 内 点 总 数 ), 再 添加 204 个 边界 点 的 号 码 ， 并 将 需要 按照 已 知 规则 计算 的 
温度 ἐν 放 到 序号 1 {ΠΡ πι, 3Η 416 个 相关 的 式 子 : 


ἔα -- ἐὺ -- {ο -Ἔ τα 
σα σσ 


比如 说 a,b,c < 416. ἆ > 416. 这 时 ， 关 系 式 可 以 写成 线性 方程 的 形式 


te 一 


--τα 一 如 τ ἐς 1-44, -一 ία. 


右边 的 ta = 一 273, 一 100, 一 50, 0, 50, 100, 300( 可 能 有 其 他 的 不 同 版 本 ). 这 些 方程 构成 
了 一 个 形 如 (2) 的 线性 方程 组 ， 其 中 n = m = 416. 未 知 数 ει 的 系数 等 于 0( 在 绝 大 
多 数 情况 下 ), 一 1 或 4. 这 个 方程 组 是 否 相 容 和 确定 呢 ? 

我 们 得 到 了 一 个 定性 问题 在 数学 上 的 准确 的 定量 表达 式 . 存在 性 各 唯一 性 问题 
在 由 研究 物理 现象 引出 的 许多 数学 分 支 中 都 是 非常 典型 的 问题 
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2. 线性 方程 组 的 等 价 ”假设 我 们 还 有 一 个 与 方程 组 (2) 未 知 数 个 数 与 方程 个 
数 相同 的 线性 方程 组 


Q1171 十 Q1272 十 :十 Qln2n -- δι, 
/ / / 
Q21T1 十 02272 十 … 十 Q2nzZn = ὅο, 


(2) 


. ο ου δ ον 5. του 


如 果 方 程 组 (2) 中 除 第 i,k 个 之 外 的 所 有 的 方程 保持 不 动 ， 而 第 i,k 个 方程 交换 位 
置 ， 则 称 (2/) 是 由 (2) 经 过 (了) 型 初等 变换 得 到 的 . 如 果 (2) 中 除 第 i 个 之 外 的 所 有 
方程 保持 不 变 ， 而 第 i 个 方程 变 为 


(ail 十 CQR1 NX1 十 …… 十 (ain 十 σαμπ) Tn 一 -ἵ- cbr. (χ) 


(Η αἱ, = αι] + σακῃ» ὃν -- ὃι 1- οὐκ), 此 处 < 是 任意 常数 ， 则 称 方程 组 (2 人) 是 由 (2) 经 
过 (I) 型 初等 变换 得 到 的 . | 

如 果 两 个 线性 方程 组 (2) 和 (2/) 同时 是 不 相 容 的 ， 或 者 同时 是 相 容 的 ， 且 有 相 
同 的 解 ， 则 称 (2) 与 (2') 等 价 . 两 个 等 价 的 方程 组 (a) 和 (ὁ) 记 作 ， (a) ~ (0, 我 们 注 
意 到 ，(a) ~ (@),(a) ~ (ὃ) 意味 着 (5) ~ (α), 而 从 (a) ~ (δ), (ϐ) ~ (ο) 可 推出 (α) ~ (ο). 

下 述 论 断 给 出 了 等 价 性 的 一 个 充分 条 件 ， 

定理 1 如 果 一 个 线性 方程 组 是 由 另 一 个 线性 方程 组 经 过 有 限 多 次 初等 变换 得 
到 的 ， 则 这 两 个 方程 组 等 价 . 

证 明 只 要 证 明 当 方程 组 (2) 由 方程 组 (2) 经 一 次 初等 变换 得 到 ， (2) 与 (2 ) 
等 价 束 可 以 了 . 

注意 到 方程 (2) 也 是 由 方程 (2') 经 一 个 初等 变换 得 到 的 ， 因 为 这 些 变换 是 可 逆 
的 . 事实 上 ， 在 情况 (1 ), 再 一 次 交换 第 i,k 个 方程 的 位 置 ， 我 们 就 回 到 了 原来 的 方 
程 组 ; 类 似 地 , 在 情况 (ΠΠ), 将 第 κ 个 方程 乘 以 (-e) 加 到 (2’) 中 的 第 i 个 方程 上 去 ， 
我 们 就 得 到 了 (9) 中 的 第 i 个 方程 . | 

现在 我 们 来 证 明 方程 组 (2) 的 任意 解 (71,… ,zn) 也 是 (21) 的 解 ， 如 果 施 行 的 
初等 变换 是 (ΠῚ 型 的 ， 方 程 自身 没有 改变 (改变 的 仅仅 是 它们 的 次 序 ). 所 以 在 变换 
前 满足 方程 的 数组 αὐ, τϑ,... ,z9 在 变换 后 仍 满足 方程 . 在 (I) 型 初等 变换 的 情况 
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下 ， 除 第 ;个 之 外 的 所 有 方程 都 没有 改变 ， 所 以 原来 方程 组 的 解 (zi, σ3,::', σῇ) 满 
自 这 上 纯 方 程 ， 至 于 种 ;个 方程 ， 它 变 成 了 (κ) 的 形式 .因为 我 们 的 解 满足 (2) 的 第 i 
和 第 上 个 方程 ， 所 以 


0 0 
QiiT1 十 … αι = δι, 


ακιση 十 …… 十 Qkn Ty 一 by. 
用 ο 乘 第 二 个 恒等式 的 两 问 ， 并 加 到 第 一 个 恒等式 上 ， 我 们 就 得 到 了 形 如 (κ) 的 恒 
等 式 ， 此 处 σι -- αὐ. 


前 面谈 到 的 初等 变换 的 可 逆 性 可 以 用 来 证 明 ， 肥 过 来 ， 方程 组 (2) 的 任意 解 也 
是 (2) 的 解 . 


最 后 要 说 明 的 是 ， 一 个 方程 组 的 不 相 容 性 意味 着 男 一 个 的 不 相 容 (通过 反 证 法 


来 证 ). 口 
3. 化 为 阶梯 型 ”通过 施行 一 系列 的 初等 变换 ， 可 以 将 给 定 的 方程 组 转化 为 较 
简单 的 形式 . 


首先 指出 ， 在 系数 αι 当中 至 少 有 一 个 不 等 于 0. 否则 谈 未 知 数 zl 就 没有 意义 
了 .如 果 ail = 0,ai 0, 交换 第 1 个 方程 与 第 1 个 方程 的 位 置 ， (用 (0 型 初等 变 
换 ). 现在 第 一 个 方程 中 第 一 个 未 知 数 的 系数 非 0. 将 它 记 作 ol. 从 第 i 个 方程 的 两 
问 (i 二 2,3…… τι) 减 去 新 方程 组 中 第 一 个 方程 的 两 端 乘 以 系数 οι, 使 得 减 完 后 αι 
的 系数 变 为 0( 做 m 一 1 次 (I) 型 初等 变换 ). 显然 为 此 必须 取 οἱ = αχι/αίι. 结果 我 
们 就 得 到 了 一 个 方程 组 ， σι 只 出 现在 该 组 的 第 一 个 方程 中 . 这 时 也 可 能 发 生 如 下 
情况 ， 即 第 二 个 未 知 数 在 标号 i > 1 的 所 有 方程 中 也 不 出 现 . 设 zk 是 出 现在 第 一 个 
方程 以 外 的 任意 一 个 方程 中 脚 标 最 小 的 未 知 数 ， 我 们 得 到 方程 组 


/ / / 
αιιτιτ τσ +ainTn, = δι, 
f / -ε! 
οκ Ἔ ~ 十 azn2Zn = 09, 


κ» 1.αιι ᾷ 0. 


抛 开 第 一 个 方程 ， 对 所 有 余下 的 方程 运用 上 述 推理 .经 过 一 系列 初等 变换 ， 原 
方程 组 变 成 下 述 形式 . 


/ Ff ο. χα 
Q1171 十 机 十 ClnZn = δι, 
i ff | 

αοκαικ Γ .. +aznTn 一 ἔφ, 

Η͂ ΓΗ ΕΗ 

Q3LZI 十 十 Q3nZn = 03， 

i ο ἘΜ. 

QT 十 本 ατππ --- κας 


[ο κ 1, αιι 天 0,ao2k 560. 
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因为 第 一 个 方程 未 被 涉及 ， 此 处 自然 有 αἵ; = ai 下 = 以. 只 要 还 有 可 能 ， 我 们 就 运 
用 这 一 过 程 . 显然 ， 如 果 在 所 得 方程 中 头 一 个 未 知 数 ( 设 脚 标 为 s) 及 其 后 面 下 到 脚 
标 为 n 的 所 有 未 知 数 的 系数 都 等 于 0, 我 们 就 不 得 不 中 止 这 一 过 程 . 这 时 ， 方 程 组 
(2) ΒΞ 
Q11T1 十 Tamizn = b1, 
Q2kTk 十 onzn = bo, 
GatT1+ .十 Canzn = bs, 


(4) 


QrsTs 二 ..:. --ΏγηΏῃ -Ξ- b.., 


此 处 BlaG2kd31…aUrs θε κίς..' «5. 如果 7 = m, 则 方程 组 (4) 中 形 如 
0 = 六 的 方程 不 会 出 现 ， 方程 组 (4) 叫 作 阶梯 形 的 . ΩἮ | 

这 一 术语 不 是 唯一 通用 的 ， 方 程 组 (4) 有 时 被 称 为 梯形 的 或 拟 三 角形 的 , 它们 
都 没有 本 质 上 的 区 别 . | 

定理 2 任意 线性 方程 组 都 等 价 于 一 个 阶梯 形 方 程 组 . 

证 明 可 直接 由 上 述 推 导 得 到 ， 

有 时 不 把 初等 变换 用 于 线性 方程 组 ， 而 用 于 它 的 增 广 官 阵 (aijy|bi;). 与 定理 2 的 
证 明 相 同 ， 我 们 有 

定理 2 任意 矩阵 都 可 以 用 初等 变换 化 成 阶梯 形 . 

4. 对 阶梯 形 线 性 方程 组 的 研究 ”根据 定理 1 和 定理 2, 相 容 性 和 确定 性 问题 只 
要 对 阶梯 形 方 程 组 (4) 进行 研究 就 可 以 了 . 

我 们 从 相 容 性 问题 入 手 . 如 果 方 程 组 (4) 包含 一 个 形 如 0 = 5 的 方程 , 且 6b 0, 
则 方程 组 显然 是 不 相 容 的 ， 因 为 当 未 知 数 取 任 何 值 时 ， 等 式 0 = 6b, 都 不 能 成 立 ， 我 
们 来 证 明 ， 如 果 方 程 组 (4) 不 包含 这 种 方程 ， 则 方程 组 是 相 容 的 . 

于 是 当 t > 7 时, 9 δι = 0, 我 们 称 第 1, 第 2,… 第 7 个 方程 开头 的 未 知 数 
τι, Tk, πμ ,zs 为 主 未 知 数 , 其 余 的 未 知 数 (如 果 它 们 存在 的 话 ), 为 自由 变量 . 根 
据 定义 ， 主 未 知 数 共 有 7 个 . 

取 定 自由 变量 的 任意 一 组 值 ， 并 代入 方程 组 (4). 则 关于 zs。 的 第 7 个 方程 形 如 
απ. 二 b, 其 中 a = a 夭 0 方程 有 唯一 解 . 将 得 到 的 解 zs = zs 代入 前 7 一 1 个 方 
程 ， 并 在 方程 组 (4) 中 按照 自 下 而 上 的 顺序 求解 ， 我 们 看 到 ， 主 未 知 数 的 值 由 目 由 
变量 的 任意 一 组 给 定 的 值 唯一 确定 . 

这 就 证 明了 

定理 3 ”一 个 线性 方程 组 具有 相 容 性 的 充分 ,必要 条 件 是 ， 将 它 转化 为 阶梯 形 万 
15, π.δ 45 0 -- ὃν, 且 肌 关 0 的 方程 ， 如果 这 一 条 件 成 立 ， 自 由 变量 可 以 取 
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任意 值 ， 而 主 未 知 数 (在 自由 变量 的 任意 一 组 定 值 之 下 ) 由 方程 组 唯一 确定 ， 
现在 我 们 来 搞 清 楚 , 一 个 方程 组 在 相 容 性 条 件 成 立 的 情况 下 , 何 时 是 确定 的 . 
如 果 方 程 组 (4) 有 自由 变量 ， 则 方程 组 显然 是 不 确定 的 :我 们 可 以 给 自由 变量 以 
任意 值 ， 并 通过 它们 来 表示 主 未 知 数 (定理 3). 如 果 自 由 变量 不 存在 , 即 所 有 的 未 
知 数 都 是 主 坟 知 数 ， 则 根据 定理 3, 主 未 知 数 的 值 由 方程 组 唯一 确定 ， 所 以 方程 组 
是 确定 的 . 
注意 到 没有 自由 变量 等 价 于 条 件 > = n. 


我 们 证 明了 下 述 论断 . 
定理 4 一 个 相 容 的 线性 方程 组 (2) 是 确定 的 ， 当 且 仅 当 由 它 得 到 的 阶梯 形 方 
程 组 (4) 满足 条 件 7 二 =n. . 


当 m 二 π, 则 线性 方程 组 转化 为 阶梯 形 时 也 可 以 写成 如 下 (三 角形 式 ): 


ἄιιχι 十 G127T2 十 .… :十 Clnzn δι, 
Go2272 十 … 十 GonTn 一 Do2， 


(5) 


二 村 由  ὁ ἡ« « 4.5. .Ἡ" ἡ ΞΕ 


如 果 我 们 不 在 意 对 任意 i, 是 否 有 mi 关 0. 事实 上 ， 记 法 (5) 仅仅 表明 ， 方 程 组 中 的 
第 个 方程 不 包含 未 知 数 zi, 其 中 i < 大 而 阶梯 形 方程 组 显然 满足 这 一 条 件 . 

设 (αι) 是 一 个 窍 阵 ， 如 果 当 i > 7 时， 元 素 αι; = 0, ΠΙΡΕΉΕΕᾺ ΕΞ ΡΕ. 
类 似 地 可 定义 下 三 角 窍 阵 . 

从 定理 3 和 公式 (4) 引出 

推论 1 线性 方程 组 (2) 当 mm =n 时 是 相 容 且 确定 的 ， 当 且 仅 当 将 它 化 为 阶梯 
形 后 ， 所 得 的 线性 方程 组 (5) 满足 条 件 i169,,:…a,, σ 0. Γ 

注意 到 一 个 事实 , 即 这 一 条 件 不 依赖 于 方程 组 中 方程 的 右 半 部 分 . ΕΠΕ} 54 τε Ξ- η 
时 ， 方 程 组 (2) 是 相 容 且 确定 的 ， 当日 仅 当 与 之 对 应 的 齐 次 方程 组 (2 ) 是 相 容 且 确 
定 的 . 但 是 一 个 齐 次 方程 组 永 了 这 相 容 ， 它 至 少 有 一 个 零 解 


αἵ -Ξ0, :.:. α) 一 (0. 


Άκί-α,.ᾱ,,-::ᾱ, 关 0 意 味 厦 ， 齐 次 方程 组 仅 有 和 零 解 . 我们 得 到 了 推论 1 的 另 
一 种 形式 ， 它 与 方程 组 的 阶梯 形 无 关 . | 

推论 1’ 线性 方程 组 (2) 在 m =n 的 情况 下 是 相 容 的 且 确 定 的 ， 当 且 仅 当 与 之 
对 应 的 齐 次 线性 方程 组 (20) 只 有 零 解 . | 口 

n > m 的 情况 值得 特别 的 关注 . | 

推论 2 当 n > m 时， 相 容 的 方程 组 (2) 是 不 定 的 .特别 地 ， 齐 次 方程 组 当 
Τ 5» Τη 时 永远 有 非 索 解 . 

证 明 事实 上 ， 因 为 方程 组 (4) 的 方程 个 数 不 会 多 于 方程 组 (2)( 去 掉 左 右 两 边 
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恒 等 于 零 的 方程 ), 在 任何 情况 下 都 有 7 «πι. 所 以 不 等 式 n > πι 意味 着 n >7, 根据 
定理 4 方程 组 (2) 是 不 定 的 ， 最 后 要 指出 ， 齐 次 方程 组 的 不 定性 ， 等 价 于 非 零 解 的 
存在 性 . 

我 们 得 到 的 结果 反映 在 下 表 中 . 


5. 评注 和 例子 ”上 述 解 线性 方程 组 的 方法 叫 作 高 斯 法 或 逐次 消 元 法 . 当 不 
大 时 这 种 方法 是 非常 方便 的 ， 并 且 适 用 于 计算 机 实现 ， 可 是 由 于 种 种 原因 ， 其 他 的 
一 些 解 法 ， 例 如 迭代 法 往往 更 切合 实际 ， 当 系数 给 定时 ， 寻 找 具 有 确定 精确 度 的 解 
就 属于 这 种 情况 . 但 是 在 理论 研究 中 ， 最 重要 的 问题 是 得 到 线性 方程 组 相 容 性 或 确 
定性 条 件 的 表述 ， 并 寻求 用 系数 和 常数 项 表示 解 的 一 般 公 式 ， 而 不 必 将 方程 组 化 为 
阶梯 形 ， 推 论 1 就 在 某 种 程度 上 符合 这 一 点 . 

例 1 重新 回 到 52 的 薄板 受热 问题 ， 正 如 本 节 第 一 段 所 示 ， 引 起 我 们 兴趣 的 
这 一 问题 变 成 了 一 个 非常 具体 的 线性 方程 组 (为 确定 起 见 ， 将 其 记 作 HP) 的 求解 问 
题 , 该 方程 组 含有 非常 多 的 未 知 数 t;. 按照 推论 1 中 陈述 的 判别 法 , 我 们 来 研究 对 应 
于 HP 的 齐 次 线性 方程 组 (HHP). 换言之 ,薄板 所 有 的 边界 点 的 温度 现在 取 零 . 设 e 
是 一 个 内 顶点 的 脚 标 ， 该 点 的 温度 有 极 大 值 |te|. 这 时 条 件 


ο ἐα Ἑ ἐν “- ἐς «- ἕα 
4 
意味 着 |te| = |ἑα| = [έν] = |te| = |ἑα|. 在 没有 达到 温度 为 0 的 边界 点 之 前 ， 我 们 沿 着 
点 阵 中 由 一 个 内 点 给 出 的 四 个 方向 中 的 任意 一 个 方向 移动 一 步 ， 就 会 看 到 所 有 的 点 
均 取 值 [1] = µε]. 这 就 意味 着 |te| = 0, 所 以 对 任意 的 肢 标 i,t; = 0. 因而 方程 组 HHP 
仅 有 零 解 ， 故 HP 是 一 个 相 容 的 且 确 定 的 线性 方程 组 ， 这 样 最 初 提 到 的 薄板 受热 问 
题 本 身 也 就 解决 了 . 
例 2 给 出 线性 方程 组 


1 一 工 


te 


1,5 一 
πι πο 8 -- Ὁ 


这 显然 是 一 个 相 容 的 且 确 定 的 方程 组 , 它 已 经 成 为 阶梯 形 (三 角形 ) Γ. 只 不 过 求解 时 
不 是 自 下 而 上 , 而 是 自 上 而 下 . 按照 定义 , 它 的 解 是 前 n 个 ΒΕΙΚΏΒ5Ε8 ᾿ι, [βν---» ο 


83 ”线性 方程 组 初步 15. 


这 些 数 与 植物 现象 中 的 叶 序 数 (叶子 在 茎 上 的 排列 ) 有 关 . 与 其 孤立 地 求解 n = 1000 
或 任意 给 定 的 n. 不 如 得 到 对 第 ”个 斐 波 那 契 数 的 一 般 表 达 式 (解析 公式 ). 你 可 能 
会 反对 说 ， 我 们 有 足够 的 耐心 ， 就 可 以 根据 这 些 数 的 归纳 定义 给 出 Γιου. 但 这 不 是 
解决 数学 问题 的 根本 办 法 . 我 们 将 在 第 二 章 和 第 三 章 中 给 出 f 的 两 个 表达 式 ,， 尽管 
这 个 具体 问题 可 以 用 更 直接 的 办 法 来 解 . 

注 记 1 有 时 不 必 化 阶梯 形 就 可 以 更 方便 地 求 出 线性 方程 组 的 解 ， 特 别 是 当 线 
性 方程 组 的 矩阵 包含 很 多 零 时 ， 此 时 简短 的 实际 解法 取代 了 元 长 的 解释 . 

注 记 2 ” 当 我 们 用 高 斯 法 解 n 元 n 个 方程 的 线性 方程 组 时 经 过 多 少 步 必要 的 算 
术 运 算 Γη 可 以 完成 求解 ? 这 不 是 一 个 等 闲 的 问题 ， 因 为 在 通常 情况 下 ， 当 我 们 对 
大 数 n 使 用 计算 机 时 ， 应 当 对 求解 问题 所 需 的 机 时 进行 预先 估计 . 

因为 两 数 相 乘 要 比 相 加 工作 量 大 ， 所 以 建议 只 计算 做 乘法 的 次 数 ， 目 然 也 包括 
除法 ， 以 后 简称 运算 .不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 线性 方程 组 有 唯一 解 ， 即 所 有 的 未 知 
数 都 是 主 未 知 数 . 暂且 忽略 方程 的 右边 .为 了 从 第 i 个 方程 (i > 1) 消去 未 知 数 αι 
需 准备 好 数 li = aily/all( 做 一 次 除法 )， 还 要 算出 Τι -- 1 个 乘积 jai 7 = 2,9," ' "Τι, ΗΕ 
共 需 要 n 次 运算 . 按照 我 们 的 约定 ， 忽 略 从 第 i 个 方程 减 去 第 一 个 方程 的 &; 倍 的 过 
程 . 因为 i = 2,3,… ,n, 那么 为 了 消去 αι, 需要 n(n 一 1) 次 运算 . 第 二 步 ， 我 们 对 得 
到 的 (n 一 1) 阶 方程 组 需要 (η 一 1)(n 一 2) 次 运算 ， 第 三 步 相 应 地 为 (n 一 2)(n 一 3) 等 
等 ， 为 了 将 方程 组 的 左边 化 为 如 同 公式 (5) 的 三 角形 式 ， 总 运算 次 数 为 和 式 


Γ(η) -Ξ (τι -- 1) ἠ- (τ -- 1)(τ -- 3) Η-:::-1{(1-- 1). 


不 难 验证 (自己 证 明 或 者 参看 87)， 


找到 解 的 分 量 σὴ, zn_1,… ,zi( 按 方程 组 (5) 目下 而 上 运作 ), 共 需 要 


1 
ο. 


次 运算 ， 当 n 较 大 时 ， 并 不 引起 对 运算 次 数 总 和 的 本 质 影响 ， 于 是 ， 高 斯 算法 相当 
准确 的 运算 次 数 是 FT = n3/3. 
1969 年 ， 施 特 拉 辛 研究 出 一 种 方法 ， ( 详 见 [BATI]), 仅 需 


δω 一 Cnmog του ne 


次 运算 ， 当 n 非常 大 时 ， 可 以 节省 大 量 运算 ， 诚 然 ， 做 到 这 一 点 是 由 于 增加 了 加 法 
运算 的 次 数 . 但 8 中 的 常数 C 特别 大 ， 而 实现 它 的 程序 在 逻辑 上 又 很 复 荡 ， 因 而 
这 里 所 谈 的 节省 仍 停 留 在 理论 上 的 计划 . 
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我 们 所 了 解 的 两 种 方法 是 典型 的 数学 算法 , 运用 于 大 量 问题 的 解决 . 稍 后 我 们 会 
看 到 算法 的 其 他 例子 . 它们 的 作用 在 我 们 这 个 全 盘 计 算 机 化 的 时 代 是 非常 巨大 的 . 
这 时 重要 的 不 但 是 算法 本 号 ， 还 有 对 计算 复杂 性 的 估计， 
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在 介绍 高 斯 方法 时 ， 我 们 没有 过 多 地 关注 主 未 知 数 系数 的 值 ， 那 时 着 重 关注 于 
这 些 系数 是 非 零 的 .现在 我 们 进入 消 元 法 的 精确 步骤 ， 尽 管 只 是 解 低 阶 方形 线性 方 
程 组 、 这 样 做 将 为 我 们 提供 一 些 思考 的 案例 ， 以 及 在 第 三 章 给 出 的 构造 一 般 行列 式 
理论 的 原始 材料 . 

如 83 所 示 ， 考 虑 带 有 两 个 未 知 数 的 两 个 方程 


Q1171 十 Q1272 = ὅι, 


(1) 


αλιῶι + Q2272 = ἔχ, 
并 试图 寻找 解 的 分 量 αἰ, α 的 一 般 公式 . 
ΒΡΕ | 1 ΠῚ | 的 行列 式 是 一 个 表达 式 αιια22 一 α11419, 
2 


CQ21 U2 
记 作 
α1ιι G12 
021 U22 
这 样 二 阶 方 阵 本 吴 对 应 于 一 个 数 
11 Qt2 
一 Q11022 一 Q21012. (2) 
C21 Ω212 


如 果 我 们 希望 从 方程 组 (1) 中 消去 za?， 则 将 第 一 个 方程 乘 以 az2, 第 二 个 方程 乘 以 
(一 a12), 然后 相 加 ， 得 到 


411 QQ12 


σι = biQa22 一 b2a12. 
Q21 22 


可 以 看 到 ， 方程 的 右边 恰 为 矩阵 | "1 0 ) 的 行列 式 . 设 | “1 1ο 于 是 
ϱ2 a22 Q21 αρο 
我 们 有 | 
δι ail2 αιι bi 
αι 二 σα αφ |. 12 二 αμ... (9) 
σ1ι Ωι2 αιι αι 
Q21 Q22 Q21 Ω99 
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有 了 含 两 个 未 知 数 ， 两 个 方程 的 线性 方程 组 的 求解 公式 ， 我 们 也 能 够 解 某 些 其 
他 的 方程 组 了 ( 解 方程 组 一 一 意味 着 找 出 它们 的 解 ). 例如 ， 我 们 考察 含 三 个 未 知 
数 ， 两 个 齐 次 方程 的 线性 方程 组 


Q11T1 十 Q1202 十 Q1323 一 0, 


(4) 


Q21T1 十 42232 十 0237Z3 = 0. 
我 们 的 兴趣 在 于 找 出 这 个 方程 组 的 非 零 解 , 即 至 少 有 一 个 z; 关 0 的 解 . 例如 设 zs 0 
用 zs 去 除 方程 的 两 端 ， 并 设 mm = -二 ,如 = -二 ,将 方程 组 (ὁ) 写成 ( 的 形式 


αιι”ι 十 Q12Y2 一 Q13， 


Q21Y1 十 9212 一 Q23， 


ΚΝ U1ll 12 
当 行 列 式 关 0 时， 公式 (3) 给 出 
Q13 ἄἱ2 QU1l Οῑ8 
21 U23 422 29 οι αρα 
Yl 二 一 一 一 ο 二 一 一 二 
28 αιι Q12 “3 Q11 αι» 
U21 092 U21 Ω22 


毫 不 奇怪 , 我 们 从 方程 组 (4) 出 发 得 不 到 zi, zz, za 本 号 , 而 只 能 得 到 它们 的 比 : 
由 方程 组 的 齐 次 性 易 见 ， 如 果 (αἲ, z3, ας) 是 解 ， 且 c 是 任意 常数 ， 则 (cx1, οσο, cz3) 
也 是 解 ， 所 以 我 们 可 以 从 


αι αι» dll (13 πι 12 
αι 一 一 ;2 二 一 一 


(5) 


αρ ἄἆρρ C21 023 (21 ἄἆρρ 


入 手 ,方程 组 的 任意 解 均 可 由 对 所 有 的 z; 乘 以 某 个 负数 c 得 到 . 为 了 具有 更 对 称 的 
答案 ， 从 公式 (2) 直接 导出 Ἢ 


a ὁὃ ΠΝ ο a 
ο αἱ ἆ εἰ 
因而 (5) 能 够 写成 下 述 形式 : 
-- 412 013 χη 一 一 Q11l Ο13 αιι Ο12 (6) 
CQ22 423 U21 (423 | U21 122 | 
这 些 公式 是 在 “| 关 0 的 假设 下 推导 出 来 的 ， 不 难 验证 ， 只 要 公式 (ὁ) 中 的 
21 20 


任意 一 个 行列 式 不 等 于 零 ， 所 给 的 结论 就 是 正确 的 . 如果 三 个 行列 式 都 等 于 零 ， 尽 
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管 公式 (6) 给 出 了 一 个 零 解 ， 但 我 们 不 能 断定 所 有 的 解 都 可 以 用 它 乘 以 一 个 常数 得 
到 (例如 考虑 由 两 个 相同 的 方程 zi 十 xz2 十 x3 = 0 组 成 的 方程 组 ). 
现在 转 到 含 三 个 未 知 数 三 个 方程 的 方程 组 


Q1121 十 Q1272 十 α1323 0, 
αοι 11 十 40222 十 α9323 一 Ὁ, 


Q31T1 十 0892232 十 3323 -- 0. 


我 们 希望 从 这 个 方程 组 中 消去 zz 和 σα, 以 便 得 到 αι 的 什 ， ΕΤΕ ΤΕΕ 
οι, 第 二 个 方程 乘 以 ο, 第 三 个 方程 乘 以 cs, 并 将 所 得 结果 相 加 ， 然 后 选取 οι, cz, σὰ, 
使 得 在 所 得 方程 中 含 χο 及 x3 的 项 为 零 . 令 πο 和 zs 的 系数 等 于 零 ， 我 们 就 得 到 了 
关于 Cl; C2,03 的 方程 

Q12C1 十 Q22C2 十 032C3 三 0, 


Q13C1 十 Q23C2 十 Q33C3 三 0, 


与 方程 组 (4) 属 同一 类 型 . 因而 可 取 


CQ22 W392 η 032 12 U22 
的 -- » Ορ 一 一 
Q23 U33 U13 0Q33 013 δα 
经 过 显然 的 替换 之 后 ， 我 们 得 到 了 关于 zi 的 表达 式 
4202» ἅἄρα 412 Ω913 12 013 
Q11 十 Q31 Τι 
QU32 απ ο απο 422 (113 
(Τ) 
40ο 113 412 13 412 ἅἄἂιβ 
一 bi 一 bo 十 ba 
Q32 433 432» Ω33 40ο 23 
ΑΗ αι 的 系数 叫 作 邱 阵 
Cll Cl2 13 
αρι Wd22 ἄἆρβ 
Q31 U32 CQ33 
的 行列 式 ， 并 记 作 
αιι ιδ 13 
Q21 ἆρρ (123 
ααπι CC32 QQ33 
这 样 我 们 就 借助 于 二 阶 行列 式 给 出 了 三 阶 行列 式 的 表达 式 
αιι W112 ιβ 
αρ» Ω123 Ql2 ἄἱιβ 612 13 
401  G22 αρ Ἱπαιι 十 @31 
U32 ”433 U32 U33 422 123 (8) 


U31 U32 U33 


一 Q11Q22033 十 4120Q23Q31 十 Q13Q21032 一 Q11023032 一 Q12021033 一 Q13Q22031; 
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容易 发 现 ， 等 式 (7) 的 右边 是 将 αι 的 系数 αιι 换 成 ;aol 换 成 bz,a31 换 成 bs 得 到 
的 ， 所 以 (7) 式 可 以 写成 


αιι ᾱἱ2 Q13 ὃι ai2 αι 
a21 0Q22 αρ |2ι | δ oo Q23 |. 
QU3] U32 33 bs απ» Q33 


设 zl 的 系数 不 等 于 零 . 这 时 通过 对 7ο) 23 的 类 似 计算 ， 我 们 可 以 得 到 表述 L122, ος 
的 下 述 公式 


δι Qi2 αι αιι pb αι αιι αι» bl 
ο Qa22 4323 οι ο 923 Q21 22 ὦ) 
bs a32 αλ a31 bs a33 αι Q32 b3 
21 --τ------------ῃ, 00 三 -03 ΞΞ -一 一 ， (9) 
α1ι αι Cl13 αιι 22 GQ13 αιι αι» Ci3 
C21 ἆρρ Ω13 C21 ἄρο U23 οι U22 08 
Qa31 πο QQ33 U31 W322 33 Q31 QQ32 433 


显然 ， 同 样 的 推理 适用 于 四 个 ， 五 个 或 更 多 的 方程 组 成 的 方程 组 ， 只 要 未 知 数 
的 个 数 与 方程 的 个 数 相同 . 为 此 我 们 必须 首先 引出 一 个 类 似 于 (6) 的 公式 , 对 含有 四 
个 未 知 数 ， 三 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 求解 ， 然 后 在 含有 四 个 未 知 数 ， 四 个 方程 的 
线性 方程 组 中 消去 za, za, z4, 为 此 用 οἱ, 62, 08, cd 分 别 去 乘 四 个 方程 并 将 结果 相 加 ， 
我 们 从 三 个 齐 次 方程 的 方程 组 中 找到 ci(i = 1,2,3,4) 的 值 . 

这 样 得 到 的 αι 的 系数 叫 作 四 阶 行列 式 , 它 可 以 仿照 (8) 由 三 阶 行列 式 表 出 . 

经 过 对 πο, ra, τα 的 相同 论证 ， 我 们 找到 类 似 于 (9) 的 对 zi 的 公式 ， 这 一 过 程 
可 以 无 限 地 进行 下 去 . 在 数学 中 有 广泛 应 用 的 数学 归纳 法 原理 ( 见 87) 确保 我 们 总 
会 达到 目的 . 

习 题 


1. 如 果 用 下 列 直 观 的 符号 法 则 来 播 述 三 阶 行列 式 展开 式 中 出 现 的 乘积 ， 就 容易 记 住 公 
式 (8) 了 . 


对 四 阶 行列 式 可 找到 类 似 的 法 则 . 
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2. 证 明 在 三 阶 行列 式 展 开 式 中 的 六 项 不 可 能 同时 为 正 . 


3. 验证 
αιι Qi2 413 Qll Q21 Q31 0 a ὁ 
CC21 ἆρρ αρ 一 | αἱ» αρ 132 |) --α 0 ο :ΙΞ0. 
Q31 Q32 433 Q13 Ω23 (033 —b -σ 0 
pa 射 
85 Έ 5 ΕΠΗ: 


在 前 两 节 中 ， 我 们 遇 到 了 各 式 各 样 的 元 素 的 集合 ， 也 遇 到 了 集合 之 间 的 映射 . 
例如 给 定 的 线性 方程 组 的 解 的 集合 ， 或 使 每 一 个 二 阶 矩 阵 对 应 于 它 的 行列 式 的 法 则 
-都 是 某 些 形式 概念 的 特例 ， 了 解 形 式 概念 (哪怕 在 直观 的 层面 上 ) 对 今后 的 学 
习 是 非常 有 益 的 . | 

1. 集合 ”集合 指 某 些 对 象 的 总 合 ， 这 些 对 和 象 被 称 为 元 宗 . 

含有 有 限 个 不 同 元 素 的 集合 可 以 用 明确 地 列 出 全 部 元 素 的 办 法 来 描述 ， 通 党 将 
这 些 元 素 写 在 花 括 号 内 .例如 {1,2,4,8} 一 一 从 1 到 10 之 间 2 的 方 医 的 集合 ， 我 们 
总 是 用 某 个 字母 表 中 的 大 写字 母 表示 和 集合， 用 同一 个 或 男 一 个 字母 表 中 的 小 写字 母 
表示 它 的 元 素 . | / 

对 于 某 些 特 殊 重要 的 集合 采用 应 当 遵 循 的 标准 化 记 法 .例如 字母 Ν,Ζ,Ο,κ 3} 
别 表 示 正 整数 (自然 数 ) 的 集合 ， 全 体 整 数 的 集合 ， 有 理 数 集 和 实数 集 . 

给 定 一 个 集合 5, 包 含 ΤΘ ας 5 表明 a 是 5 的 一 个 元 素 ; ΠΟ, 写 a 《5S. 

如 果 蕴 合 关 系 | 

σα σεθσατε] 
成 立 ， 则 称 5 是 工 的 一 个 子 集 , 并 记 作 5ςΤ (3S 包含 在 工 中 )( 关 于 这 一 记 法 ， 请 
参考 “给 读者 的 建议 ” 一世). 


如 果 两 个 集合 8 与 了 有 相同 的 元 素 ， 则 称 它们 重合 (或 相等 ), 用 符号 的 形 
式 写 成 


9 一 了 今 9CT， TCS 
( 今 表示 “ 当 且 仅 当 ”或 “ 双 癌 强 含 ?)， 
不 包含 任何 元 素 的 集合 叫 作 室 集 , 记 作 σ, 根据 定义 , 空 集 是 任意 集合 的 子 集 . 


如 果 ScT 但 SC, 且 5 关 7 则 3 叫 作 工 的 真子 集 . 为 了 区 分 出 子 集 5 ΕΤ, 
常常 指明 只 有 5 中 的 元 素 才 具有 的 性 质 .， 例如 


{τ Ε Ζ}η --2πι, τι Ε 2) 


是 全 体 偶 整数 的 集合 ， 而 
SN={n2EezZ>0| 
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是 自然 数 的 集合 . 
两 个 集合 5 与 7 的 交集 是 指 集合 
ΘΩΤ- {α]σε5ΒσεΤ 站 
而 并 集 指 集合 
SUT= {α|σεθπϊαετΤ }. 
交集 SnT 可 能 是 空 集 . 这 时 称 5 和 了 是 不 相交 的 集合 . 交 和 并 的 运算 满足 恒等式 


RN(SUT)= (RNMS)U(RNT,), 
RU(SNT)= (RUS)N(RUT), 


我 们 将 这 些 式 子 的 验证 留 作 习 题 ， 图 5 有 助 于 得 出 简单 的 论证 


图 5 


两 个 集合 9 ΕΤ [8 差 集 S\T 指 属于 5 但 不 属于 人 的 元 素 的 全 体 . 在 这 里 一 般 

不 假设 Tc S , 有 时 也 写 S$ 一 了 代替 ΟΝ. | 
如 果 工 是 5 的 子 集 , 也 称 SNT τες 中 的 补 集 . ὑξ Κ΄ SAT ΜΙ ΚΩΤ-- 9, 

RUT = ο. 注意 集合 的 运算 交 、 并 、 补 与 逻辑 连词 “ 且 ”、'“ 或 ” 、“ 非 ” 之 间 存 在 着 对 
设 X,Y 是 任意 两 个 集合 . 任 取 z e X, εΥ, 给 定 顺 序 的 元 素 对 〈z, 四) 叫 作 

= 有 序 对 ， 这 时 两 个 有 序 对 (αι, νι) τ- (α2, 119). ΜΗΝ σι σο, 1 92. 
全 体 有 序 对 (z,y) 的 集合 : 


XxY={z 人 lzEeXyEY} 


叫 作 两 个 集合 X 和 YY 的 笛 卡 儿 积 . 

例如 设 及 是 实数 集 . 这 时 第 卡 儿 平方 R* ΚΧΕ 就 是 在 选 定 了 坐标 系 的 平 
面 上 点 的 笛 卡 儿 坐 标的 集合 . 类 似 地 ， 可 以 引出 三 个 集合 的 秆 卡 儿 称 Χι x Ἀν x 
Xs (= (X1 x X2) x Χα = Χι x (X2 xXs)) ， 以 及 四 个 集合 的 笛 卡 儿 积 等 等 . 

当 χι = Xz =…:=Xk 时 ， 简 记 作 


WW 


并 称 之 为 集合 和 的 天 次 笛 卡 儿 方 宗 . X* 的 元 素 是 长 为 的 序列 (或 行 )(z1, 72,… ,TD 
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为 了 区 分 集合 ΧΧΥΠΧωώΥ ,我 们 来 看 X 和 了 都 具有 有 限 基 数 (cardinality) 


IX|=CardX=n, Υ Ξ Οµ8τάΥ πα, 
这 时 
XxYI=n:m, ΙΧωώΥ]ΞηΈπι- ΙΧ ΩΥΙ. 

如 果 还 不 清楚 ， 请 从 头 细 读 有 关 的 定义 . 

2. 映射 ”了 映射 或 函数 的 概念 在 数学 中 扮演 着 中 心 的 角色 .给 定 两 个 集合 Χ 
和 YY, 以 XX 为 定义 域 ,Y 为 值 域 的 映射 f 将 每 个 元 素 σεχ 都 对 应 于 一 个 元 素 
f(x) EY f(z) 亦 可 记 作 fz 或 fz.  ΧΞΥ 时 ，f 也 叫 作 集 合 久 到 自身 的 一 个 
变换 . 用 符号 表示 映射 时 写作 让: 三 一 了 或 和 -一 了 

所 有 形 如 f(z) 的 元 素 的 集合 叫 作 映射 f 的 像 : 


πα = {f(z)lz EX} = f(X) CY 
(Im 取 自 image( 英 文 )) 
集合 
f° (y= {χε Χ| Ια) -- ν) 
叫 作 元 素 ye Y 的 原 像 . 更 一 般 地 : 对 于 Yo CY, 令 


Γ πο = {rexXx|f(r)e ro}= (fy). 
yeYo 
如 果 yeEY\Imf , 则 显然 有 f(y)== ὦ. 
设 ΙΧ 一 Y 是 一 个 映射 ， 如 果 Imf 一 Y , 则 称 f 为 满 射 (suriective( 法 文 )) 或 
映 上 的 ; 如 果 z κα’ 意味 着 f(z)  ](α'), 则 称 f 为 单 射 (injective( 法 文 )). 最 后 ， 如 
果 |: XX 一 Y 既是 满 射 又 是 单 射 ， 则 称 f 为 双 射 (bijective( 法 文 )) 或 一 一 映射 . 
两 个 映射 相等 f = g, 指 它们 有 相同 的 定义 域 和 值 域 : 


XY XE,Y, 


并 且 vz EX,f(z) = g(x), 自 变量 zx, 即 元 素 z € X 与 其 值 f(z) ΕΥ 的 对 应 通常 借助 
于 一 个 短 箭 号 表示 出 来 ， z 上 [(α). 

例如 设 所 是 第 m 个 斐 波 那 契 数 ( 见 53). 则 对 应 关系 nn 己 万 定义 了 一 个 N 一 和 
的 映射 ， 它 既 不 是 满 射 ， 也 因为 有 = fo 显然 不 是 单 射 ， 再 如 若 月 + 是 正 实数 的 集 
合 ， 则 由 同一 个 规则 xz 局 zx? τε κ 


f:RoR, 中 及 一 了 Lo， Κι -»Β, 
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是 彼此 不 同 的 ，f 既 不 满 也 不 单 ，g 是 满 射 但 不 是 单 射 ，h 是 双 射 ， 由 此 看 来 ， 确 
定 定 义 域 和 值 域 是 定义 一 个 映射 (函数 ) 的 本 质 部 分 . 

将 每 一 个 元 素 σεχ 映 到 自身 的 映射 ez : Χ-»Χ ΠΕ 单位 映射 (或 恒 等 映 
射 ). 如 果 Χ ΕΥ 的 子 集 ， 关 CY ,有 时 定义 一 个 专门 的 包含 映射 I: Χ--»Υγ τα 
有 益 的 ， 了 将 任意 元 素 ze X 映 到 自身 ,但 将 后 者 看 作 是 在 集合 Y 中 .映射 f 
XX 一 Y 叫 作 映射 g: X »Υ̓ 的 收 纺 (或 限制 ), 如果 XCX’ ὙΟΣΥ’, Ηνσελ, 
f(x) = ασ). 而 ο 叫 作 映射 了 的 扩张. 例如 由 入 映射 TT: XX 一 Y 是 恒 等 映射 ey : 
Y 一 Y 的 限制 . 

我 们 也 可 以 考虑 多 变 元 函数 . 集合 ΧΜ ΕΤΗ X" 的 概念 为 我 们 提供 了 定 
义 多 变 元 函数 f(zx1,… ,zn) 的 可 能 性 ， 其 中 σι € Xi = 1,… ,n, 这 个 函数 就 是 一 
般 的 上 映射 f : Χ'-»Υ. 了 解 此 点 是 有 益处 的 . 

设 g: U ου, VV 一 W 是 两 个 映射 , 由 法 则 


(ο ο) = f(g(%W)) 


定义 的 映射 
foggU— W 
ΠΕ g 和 {μη Φεβ) τς 合成 ). 用 下 述 三 角 图 可 以 将 f eg 直观 地 描述 出 来 : 
U 199 W 


我 们 说 这 个 图 形 可 换 ( 或 是 变换 的 ), 即 从 U 到 W 的 结果 不 依赖 于 从 ου 直接 
得 到 或 通过 中 间 阶 段 Y 得 到 .注意 合成 的 定义 不 是 对 任意 映射 f 和 9 都 适用 的 . 
在 上 述 记 法 中 ,它们 必须 有 一 个 公共 的 集合 V. 但 是 集合 X 到 目 身 的 两 个 映射 的 合 
成 永远 有 意义 . 

今后 我 们 用 简写 fg 代替 fo g. 任 取 映射 / : X 一 了 , 我们 有 


fex 一 ey 上 一 |. 
这 一 性 质 的 验证 是 显然 的 . 合成 (乘积 ) 的 一 个 重要 性 质 表述 如 下 . 
定理 1 映射 的 合成 满足 结合 律 . 也 就 是 说 ， 如 果 
h :UV, ggV 一 人 天 玫 一 荆 
是 三 个 映射 ， 则 ! 
f(gh) = (fo)h. 
证 明 直观 地 讲 ， 所 有 必要 的 论证 包含 在 下 图 中 : 
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此 处 .a =.gh, β-- fg. 根据 映射 相等 的 定义 ， 需 要 比较 映射 f(gh): Ὁ -υ Τ 
(fg)h: U 一 工 在 任意 点 weEU 的 值 . 但 按照 映射 合成 的 定义 ， 我 们 有 
| 4 (ο ))(ω) = f((gh)(u)) = f(g(h(u))) = (fg)(h(u))= (fg)h)(u). 日 

一 般 来 说 ， 和 集合 X 的 映射 的 合成 是 不 交换 的 ， 即 fg 关 gf. 这 很 容易 从 下 例 中 
看 到 , 设 Χ- {a,8} 是 两 个 元 素 的 集合 , 令 f(a) = ὀ, [(ὁ) -- α, φ(α) -- α.α(δ) -α. Ἡ 
一 个 例子 : 设 f 和 9g 都 是 集合 Χ 的 常 值 映射 , 即 f(x) 和 g(x) 不 依赖 于 z 的 选取 . 
ΜΙ [ο 意味 着 fg ο). 

某 些 映 射 有 逆 映 射 . 设 f: XX 一 Y,g: 了 一 和 是 两 个 映射 ， 则 合成 映射 fg 
和 gf 是 确定 的 ， 如 果 fg = ey, 那么 了 叫 作 ο 的 左 逆 , ΠΠ ΗΕ | {1 8. 当 任 意 


顺序 的 合成 都 是 恒 等 映 射 ， 即 : 
f9 = er， gf = ex (1) 


时 ， 则 称 9 为 f 的 双边 道 (或 简称 道 )( 而 f 也 叫 作 9 的 逆 ), 并 记 作 Τὸ. 这样， 
}(ω) --υ-» [ (υ)- αι. 


ΒΕΗΡΠΕΠ ἝΘΕΝ : Y 一 X, 使 得 
| 19 εν, gf=ex, | (14) 
则 根据 等 式 (1),(1) 和 定理 1, 我 们 得 到 
9g =exg =(9f)9 = 9(f9)= θεν --ᾳ. 


所 以 了 的 双边 道 一 旦 存在 ， 必 定 是 唯一 的 . 这 也 证 实 了 符号 Γ᾽ 的 含意 是 明确 的 . 
定理 2 映射 f: 久 一 Y 有 送 ， 当 且 仅 当 } ἜΠΗ. 
证 明 定理 的 证 明 依赖 于 下 述 引 理 ， 引 理 自身 也 是 有 趣 的 ， 
ΞΕ 设 
天 有 一 了 οι 一 及 
是 任意 两 个 映射 ， 如 果 gf =ex, 则 了 是 单 的 ， 而 gg 是 满 的 ， 
ΒΗ 事实 上 ,， 设 rz EX, 目 f(x) = Μα). 则 


2 -- εχ(α) -- (gf)(z) = g(f(z)) = α(/{(α))) = (οβ(α’) = εχ(α') -- α΄. 
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因此 f 是 单 射 如 果 给 出 Χ 的 任意 元 素 x, 则 


α--εχ(α) -- (gf)(7x) = g(f (7)), 
这 就 证 明了 9 是 满 射 - 
回 到 定理 2, 先 设 f 有 道上 映射 g = 7 . 则 等 式 (1) 和 引 理 给 出 了 f 的 满 单 性 . 
ΗΖ, ΓΛ. 反 过 来 ， 设 f 是 一 个 双 射 ， 则 任 取 yeY , 可 以 求 出 唯一 的 元 
σεχ, 使 得 f(x) = yy. 令 g(y) = zz ,我 们 就 定义 了 一 个 映射 g:Y -»Χ, Η ο 满足 
性 质 (1). 这 就 意味 着 Γ᾽ = 9 Γ 
推论 从 双 射 上 疡 并 一 了 得 到 一 个 双 射 广 ， 且 


(f° ) = 了 (2) 
设 疡 和 一 了 ,YY 一 2 都 是 双 射 ， 则 合成 映射 hf 也 是 双 射 ， 并 且 
(gj 一 = 太刀 . (3) 


证 明 根据 定理 2,f 的 双 射 性 导出 了 f7! 的 存在 性 . 将 条 件 (1) 写成 形式 ff = 
εγ, 上 = ex, 它 的 对 称 性 给 出 了 等 式 (2). 再 根据 定理 2, f “也 是 双 射 其 次 ,出 
推论 的 条 件 和 定理 2, 存在 着 映射 


{ΤΗΥ -ν Χ. ὰ κ 7 一 了 


了 一 太一 Ζ -» Χ. 


(9) (ΕΤ ΤΗ1) = (1) Rh! = (ΕΙ) 1 -- hh l= ερ, 
(01Η (1) = ΕΠΑΣ) = LI = 1 = ex 


可 以 得 到 ， ΕΕ ο 是 fh ΜΒ. Γ 
由 法 则 σ(η) -π1-1ΕΧΕΊΒΚΗ o :N 一 N 是 单 射 而 不 是 满 射 ， 因 为 第 一 个 元 
素 1 不 属于 Imo . 有 趣 的 是 对 于 有 限 集 合 ， 类 似 情况 不 会 出 现 . 
定理 3 如 果 XX 是 有 限 集 ， 且 变换 f: 久 一 义 是 单 射 ， 则 } ΚΑΙ. 
证 明 我 们 仅 需 指出 } 是 满 的 ， 即 对 任意 元 素 σεχ, 找到 α’, 使 得 f (x) = 2 


今 


fr(z) = {(1---Ο(α))::-) = 10’ Ία), k=0,1,2,... 


由 于 X 的 有 限 性 ， 在 这 一 序列 中 必 有 重复 的 元 素 . 设 | (α) = "(7z),m » η. ΞΕ 
n > 0, 由 等 式 (14) = f(f" (zx)) 和 f 的 单 射 性 ， 得 到 τα) = ᾽ς) 
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重复 地 消去 f , 经 过 足够 多 次 ， 我 们 得 到 等 式 


f™ "(z)= (0) -- ε(ῳ) -- α. 


这 时 取 σα’ -- Ρ.-η-1(ᾳγ ,WW f(z )=7. 口 
易 见 ， 有 限 集合 到 自身 的 一 个 满 变换 也 是 双 射 . 
下 面 对 基 数 谈 几 句 . 认为 两 个 集合 有 相同 的 基数 ， 当 且 仅 当 存 在 着 双 射 {ΙΧ 一 
Y, 与 N( 或 2) 基数 相同 的 集合 叫 作 可 数 集 


3) 题 


1. 设 Ω = { 十 ,一 ,十 十 ,十 一 ,一 十 ,一 一 ,十 十 十 是 加 号 和 减 号 的 有 限 序 列 的 全 合 ， 而 ιν 一 
Q 是 一 个 变换 ， 将 元 素 ὠ--ὠιωώ»:::-ὠπΕΏ 对 应 到 ω’ 二 wiwiwawa .….wnwn ,其 中 着 wk 三 十 ， 
则 Wk 二 一 , 车 wk --, 则 wk 二 十 . 证 明 在 f(fw) 的 长 度 > 4 的 任意 区 间 内 包含 十 十 或 一 一 . 

9, 由 法 则 n 一 n? 给 出 的 映射 f: N 一 N 有 右 北 吗 ? 给 出 | 的 两 个 左 送 . 

3. 设 f: 铸 一 Y 是 一 个 映射 Β 5S,T 都 是 Χ ΤΆ. 

证 明 

ue ΤΘΠΤ}Ε TON 

试 举 一 例 ， 说 明 后 一 个 式 子 中 的 包含 关系 一 般 来 说 不 能 换 成 相等 关系 . 

Δ. 集合 5 的 全 体 子 集 的 集合 记 作 


PUY = THC δ]. 


例如 若 6 二 {s1, 852,… ο ο λος ο απ. 
{sn}, n(n 一 2)/2 个 二 元 集 {8i,3;}, 1 i<j<n, 等 等 ,直到 全 集 了 二 5 组 成 . 集合 P(5) 的 
基数 是 多 少 ? 


5. 设 f: 久 一 Y 是 一 个 映射 且 设 对 某 个 元 素 ας ,b= 二 f(a). Αθ 
ΙΓ (0 = (f(a)) = {α|}(α) = f(0)} 
叫 作 元 素 bE Imf 上 的 纤维 . 证 明 集合 X 是 互 不 相交 的 纤维 的 并 (也 就 是 说 ,给 出 了 Χ 的 一 个 
划分 ). 
{ει ΒΓ (0) 不 能 联想 到 逆 上 映射 ， 后 者 可 能 并 不 存在 . 
6. 证 明 有 限 个 可 数 集 的 笛 卡 儿 积 也 是 可 数 集 . 


7. 符号 SAT 表示 两 个 集合 5 与 了 的 对 称 差 :SAT = (SNT) (ΤᾺ5) ( 见 图 6)， 证 明 
SAT = (SUT)\(SNT). 


SAT 
图 6 
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在 83 中 引入 的 线性 方程 组 的 等 价 性 ， 以 及 我 们 不 自觉 地 在 逻辑 学 , 在 日 常生 活 
等 各 个 方面 使 用 的 各 种 形态 的 等 价 性 使 人 们 想到 应 该 一 般 地 定义 这 一 概念 . 

1. 二 元 关系 ” 设 X,Y 是 任意 两 个 集合 ， 任 意 子 集 wCXxY ΠΧ ΠΥΖ 
间 的 一 个 二 元 关系 .( 若 ΧΞΥ , 则 简称 为 X 上 的 一 个 二 元 关系 . ) 有 序 对 (α,υ) Εω, 
用 记号 zwy 表示 ， 并 称 z 与 y 有 关系 w. 这 种 记 法 是 方便 的 ， 例 如 实数 集 及 中 的 顺 
序 < 是 到 上 的 一 个 二 元 关系 ， 由 实 平面 及 上 位 于 直线 x 一 y 一 0 上方 的 点 组 成 ( 见 
图 7); 用 通常 的 不 等 式 z <y 代 符 了 和 索 珊 的 包含 号 (z,y) € w. 


每 一 个 函数 产科 一 都 对 应 于 它 的 图 像 ， 也 就 是 子 集 
Γ(ῃ -{(α,ν)|αΕεΧ,ν-]α)}}ς ΧΧΥ, 


这 是 和 与 了 之 间 的 一 个 二 元 关系 . ΒΙΠΕ κ -5Κ1ΕΚ’ 上 的 图 像 是 数学 分 析 的 
内 容 ， 显 然 ， 并 非 每 一 个 二 元 关系 都 可 以 作为 某 个 映射 X 一 了 的 图 像 ， 二 元 关系 
成 为 某 个 映射 的 图 像 的 充 要 条 件 在 于 ， 任 取 zeX, 刚好 有 一 个 元 素 y 使 得 zwy. 事 
实 上 ， 给 定 ΧΥ 和 图 像 T(f), 可 以 重建 映射 f. 

2. 等 价 关系 ”集合 和 上 的 二 元 关系 ~ 叫 作 等 价 关系 , 知 任 取 x,z',z”E€E XX ， 
满足 关系 : 

i) z ~ X( 反 号 性 ); 

ἤ) σου. 5 ασ) ο 7 (对 称 性 ); 

i ZX 心 7X «α-ρα-1" (传递 性 ). 

元 素 a,b Ee XX 不 具有 等 价 关 系 记 作 a ου ὃ. 

与 给 定 元 素 α 等 价 的 所 有 元 素 的 子 集 


iz= {rx € XIr wzZ CS 


叫 作 包 含 z 的 等 价 类 . 由 于 z~z ( 见 1)), 故 确 有 x EE ,任意 元 素 z'€ x 都 伸 作 
类 无 的 代表 元 . 
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下 述 论断 成 立 . ΜΙ 

命题 由 关系 μις δν κ 义 的 一 个 划分 ， 即 区 是 这 些 子 集 
的 不 交 并 ( 记 作 ni.(X)). 

ΒΗ 事实 上 ，z ex, 所 以 久 = Uzexz. 现在 如 果 开 ni «σβσεᾶς nz’, 
Πα «α΄ Βασ να ,由 传递 性 (1), 有 zz «α”, να’ = 2, 这 就 意味 着 不 同 的 
等 价 类 互 不 相交 . Γ 

设 I = Εν 是 带 有 直角 坐标 系 的 实 平面 . 

将 两 点 p,p' εἩ 属于 同一 条 水 平 直线 取 作 性 质 ~, 我 们 显然 得 到 了 一 个 等 价 关 
系 ， 它 的 等 价 类 是 水 平 直线 ( 见 图 8). 

形 如 xy = p > 0 的 双 曲 线 TT, 定义 了 区 域 H+ 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 其 中 
I CI 由 点 Ρία,ν), x > 0,y > 0 组 成 ( 见 图 9). 这 些 几 何 例子 直观 地 说 明了 下 
述 逆 命题 成 立 . 


图 8 图 9 


命题 如 果 πχ) 是 将 集合 入 分 成 不 相交 子 集 Ci 的 一 个 划分 ， 则 Cz 是 由 某 
一 等 价 关系 ~ 确定 的 等 价 类 . 

证 明 事实 上 ,根据 条 件 ， 每 个 元 素 ze X 仅 被 包含 在 一 个 子 集 Ca 中 .定义 
σα ΜΗ σας σα’ 属于 同一 个 子 集 σα. 显然 , 这 个 关系 是 反 身 , 对 称 ， 且 传递 
的 , 即 ~ 是 一 个 等 价 关 系 . 进一步 根据 定义 ，z € Cs 之 5 二 Cs. 所 以 7(X) --π.(Χ). 

| 1 

3. 商 映射 ”由 于 上 述 给 出 的 集合 Χ 的 等 价 关 系 与 划分 之 间 的 一 一 对 应 ， 对 应 
于 等 价 关 系 ~ 的 划分 通常 记 作 X/ ~, 并 称 之 为 关于 ~ 的 商 集 (或 由 关系 ~ 确定 
ΗΠ ΠΗ͂ 38). 满 身 

D:T 5» ρ(α) 一 元 (1) 
叫 作 Χ ἘΠΕ X/ ~ 上 的 自然 映射 (或 典范 投影 ). 
设 X,Y 是 两 个 集合 ， 且 f: 久 一 了 是 一 个 映射 ， 二 元 关系 wj : 


YX EX, σωμα f(r) = [(α’) 


显然 是 反 身 的 (f(x) = f(z) ), 对 称 的 (f(z) = f(z) 5 f(z) = f(z') ), 并 且 还 是 传递 
的 (f(z) = f(z ) 和 f(z”) = /{α") -» (4) = f(z”) ). 这 样 wj 是 关上 的 一 个 等 价 关 


86 ”等 价 关系 ， 商 映射 "29" 
系 . 对 应 的 等 价 类 z 就 是 在 55 习题 5 意义 下 的 纤维 ( 原 像 ). 换言之 
z= {zx|f(z)= f(z)}. 
映射 f: 六 一 了 话 导 出 一 个 映射 f: Χ/ωρ 一 了 ,由 法 则 


或 
Γρία) = jz) (2) 
给 出 ， 此 处 p 是 (1) 式 中 给 出 的 自然 映射 ， 由 于 


z= < f(r) = [(α), 


所 以 给 定 f, 关系 式 (2) 不 依赖 于 类 α 中 代表 元 z 的 选取 .这 时 我 们 说 f 的 定义 是 
合理 的 (或 良 定义 的 ). 交换 图 : 


直观 地 摘 述 了 一 个 分 解 式 
f=f:p (3) 
映射 f 写成 了 一 个 满 射 p 与 一 个 单 射 | μπε}. f 的 单 性 由 下 式 给 出 


f (321) = ](22) 5 f(z1) = Γ(12) S31 = 12. 


显然 } 的 满 性 等 价 于 f 的 满 性 ， 我们 指出 ， 如 果 Γι XX/ws 一 了 是 满足 条 件 (3) : 
了 .p= 了 的 另 一 个 映射 则 由 


f(z) = Ρ{ρ(α)) = (f°p)(7) = f(2) = f(2) 


( 见 公式 (2)) 得 到 等 式 f' = f. 因而 上 述 三 角 交 换 图 中 给 出 的 映射 f 是 唯一 确定 的 . 

4. 序 集 ”一 个 有 序 集 X( 或 集合 X 上 的 一 个 序 ) 指 X 上 的 一 个 二 元 关系 <, 满 
足 反 身 性 (z 乏 z), 反 对 称 性 ( 若 x < y 有 是 yz 则 z= Vy) 和 传递 性 (大 x < y,y < z， 
则 Zz). 当 zs<y 且 zy 时 ， 记 作 z <y.z<gy 也 可 以 用 记号 y > zx 表示 . 一 
对 元 素 x,z'&€ X 可 能 没有 < 关系 . 但 是 如 果 对 于 X 的 每 一 对 元 素 都 有 z < x! 或 
z' 和 7, 则 称 X 为 线性 序 集 或 全 序 集 . 在 一 般 情 况 下 ， 称 X 上 有 一 个 偏 序 . 
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给 出 偏 序 集 的 两 个 例子 . 集合 5 的 子 集 的 集合 P(5) ( 见 85 习题 4) 连同 通 稍 的 
子 集 之 闻 的 包含 关系 RR CT 是 一 个 偏 序 集 ， 而 自然 数 集 N 连同 关系 dn(n ἘΚ d 38 
除 ) 也 是 一 个 偏 序 集 . 

设 是 一 个 偏 序 集 ，z 和 3? 是 X 的 元 素 , 称 y 紧 跟 (或 覆盖)z, καωςν, 且 
不 存在 元 素 z, 使 得 x < z <y. 在 CardX < ow 的 情况 下 ，x <y( 即 zz 与 yy 是 可 比 
的 ) 当 且 仅 当 可 以 找到 一 个 元 素 列 z = zi1,72,… , 2η 1, 2η -- Ὁ, 其 中 zitl ΕΙ αι. 
紧 跟 的 概念 可 以 用 于 绘制 有 限 偏 序 集 的 平面 图 用 点 表示 集合 X 的 元 素 . 右 y ἘΠῚ 
α, 则 把 y 放 在 高 于 z 的 位 置 上 ， 并 将 z 与 y 用 直线 段 连 接 起 来 . y 与 z 的 可 比 性 
表现 为 连接 y 和 z 的 一 条 下 降 的 折线 ,这 样 的 折线 可 能 同时 有 几 条 ，z 与 yy 是 不 可 
比 的 则 没有 折线 连接 . 

在 图 10 的 前 两 个 图 中 描述 了 自然 序数 的 “线段 ”以 及 集合 Ῥ(ήα, δ, ο))(Ν  Β 
然 的 线性 序 集 ， 而 Ρ(5) 的 序 已 在 上 面 给 出 ). 


{a,b,c} 


图 10 


一 个 偏 序 集 X 的 最 大 元 指 元素 πε Χ, 使 得 任 取 x EX ,都 有 x τ, 而 极 大 
元 指 元 素 m ee 三 ,使 得 从 m < ze 久 可 得 x = m. 最 大 元 永远 是 极 大 的 , 但 反之 不 
真 ， 极 大 元 可 以 有 很 多 个 ， 但 最 大 元 如 果 存 在 的 话 ， 必 定 是 唯一 确定 的 ， 相 应 地 可 
以 定义 最 小 元 和 极 小 元 . 在 图 10 中 ， 左 边 的 两 个 图 有 最 大 元 和 最 小 元 ， 右 边 的 图 
有 三 个 极 大 元 (一 个 最 小 元 ), 但 没有 最 大 元 . 

偏 序 代数 系统 的 理论 (布尔 代数 ， 格 论 ) 充满 了 丰富 的 结果 并 在 代数 学 中 占有 蛋 
要 地 位 ， 但 我 们 不 可 能 去 涉及 它 . 本 段 的 目的 仅 在 于 使 读者 认识 自然 的 二 元 关系 并 
提供 图 解 ， 它 将 有 助 于 理解 在 群 当 中 子 群 或 者 域 当 中 子 域 的 相互 位 置 . 

坷 Ἐξ 

1.182) ο 是 图 8 中 给 出 的 商 集 ，! 是 与 OX 轴 相 交 的 任意 直线 ， 试 给 出 82/., 的 元 素 与 
ἰ 的 点 之 间 的 一 一 对 应 ， 

2, 今 实 坐标 平面 Κ’ 上 的 两 点 Ρία,υ) ν Ρ(α’,ν'), Βασ α' -σεσζ ν- Εἴ. 证 明 


~ 是 等 价 关 系 ， 且 商业 可 以 几何 地 表示 为 环 面 (例如 小 面包 围 的 表面 ， 见 图 11) 上 的 点 集 . 
3. 证 明 2 元 、3 元 和 4 元 集 分 别 有 2,5 和 15 个 不 同 的 商 集 . 
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4. 设 ~ 是 集合 Χ 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 且 Χ-»Υ 是 一 个 映射 ,使 得 
πα f(r) = ](α) 


ΓΒ κ 的 这 一 相 容 性 条 件 ( 比 第 2 ΕΦ 88) 允许 我 们 定义 一 个 从 ΧΡ ~ 到 了 
的 诱导 映射 二 ffz) , 它 给 出 了 分 解 式 二 了.p, 但 了 不 一 定 是 单 射 . 于 成 为 单 射 的 条 件 
是 什么 ? 

5. 画 出 下 述 偏 序 集 的 图 解 : 

1) Ῥ(ήα, b,c, ἆ)}; 


2) 整数 94 的 全 体 因子 的 集合 ( 偏 序 关 条 由 整除 给 出 )， 
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假设 读者 对 全 体 自然 数 (或 正 整 数 ) 的 集合 N = {1,2,3,…} 了解 得 很 清楚 . 囊 
实 上 ， 研 究 集 合 NN 的 出 发 点 是 皮 亚 诺 公 理 ( 皮 亚 诺 ， 1858 一 1932). 从 皮 亚 诺 公 理 可 
以 推导 出 自然 数 集 ， 更 精确 地 ， 非 负 整数 集中 加 法 和 乘法 的 性 质 以 及 线性 序 (网 86 
第 4 段 ). 特别 是 证 明了 一 个 直观 而 清 断 的 论断 : 每 一 个 非 空 集合 ος Ν 都 有 有 最小 
元 ， 即 存在 一 个 自然 数 se 5, 它 小 于 5S 中 的 所 有 的 数 ,， 根据 皮 亚 话 公 理 得 到 的 这 一 
论断 推导 出 下 述 

归纳 法 原理 假设 对 每 一 个 ne N ,我 们 有 某 一 命题 M(n). 又 假设 我 们 有 一 个 
法 则 ， 对 于 任意 给 定 的 1 ， 只 要 M(k) 对 所 有 的 上 <1 真 就 可 以 证 明 MD 真 ， 特 别 
指出 ， 我 们 能 够 验证 Μ (1) Β.. 

则 对 任意 的 ne N,M(n) 真 . 

事实 上 ， 设 子 集 

5 = {5196 Ν., Μ(6) 不 真 } CN 


不 是 一 个 空 集 ， 按照 上 述 讨 论 ， 5 包含 有 一 个 最 小 元 so. 这 时 论断 M(so) 不 真 ， 而 
对 任意 的 s < so, Μ(ο) Εξ. 这 就 和 我 们 在 假设 条 件 下 能 够 证 明 M(so) ΕΣ. 

此 处 我 们 不 能 对 数学 归纳 法 原理 进行 全 面 的 讨论 ， 而 仅 局 限于 指出 它 反映 了 自 
然 数列 的 本 质 ， 对 自然 数列 的 认识 不 能 再 归结 到 本 质 上 更 简单 的 事实 了 .再 次 将 注 
意 力 转 到 归纳 法 . “完全 归纳 法 证 明 ” 必 不 可 少 的 一 步 是 归纳 的 基础 , 即 性 质 或 命题 
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对 某 些 不 太 大 的 n 成 立 . 缺少 这 一 验证 ， 就 可 能 推出 类 似 于 “所 有 的 学 生 都 一 样 高 ” 
的 随意 性 命题 . 论证 如 下 . 空 集 和 一 个 学 生 的 集合 具有 这 一 性 质 . 给 出 归纳 假设 ， 
即 任意 学 生 数 < n 的 集合 具有 这 一 性 质 ， 则 在 (n + 1) 个 学 生 的 集合 中 ， 根 据 归 纳 
假设 ， 前 % 个 学 生 和 后 ns 个 学 生 的 身高 相同 ， 这 两 个 集合 有 一 个 有 n 一 1 个 号 高 相 
同 的 学 生 的 子 集 . 因此 所 有 的 n 十 1 个 学 生 身高 相同 . 事实 上 ， 第 一 步 有 意义 的 论断 
应 当 对 任意 两 个 学 生 的 集合 给 出 ， 而 它 恰 好 是 不 对 的 . 归纳 的 基础 取 多 长 才 够 呢 ? 
一 般 来 说 ， 这 件 事 从 证 明 中 就 可 以 清楚 地 看 出 来 ， 在 我 们 这 个 初等 例子 中 ， 重 要 的 
条 件 是 两 个 集合 的 交 不 空 ， 中 不 等 式 n 一 1 之 1 成立， 从 而 n 22. 

在 更 复杂 的 情况 下 ， 特 别 是 当 我 们 借助 递 推 关系 用 归纳 法 定义 或 构造 一 个 对 短 
ΒΓ, 必须 对 归纳 基础 格外 关心 . 例如 脚 标 可 以 被 5 整除 的 斐 波 那 契 数 fsm( 见 89, 例 2, 
此 处 m > 1) 可 以 由 等 式 [ο -- 5 及 其 递 推 关系 [σι ι) = 5f5m+1 十 3fsm 导出 , 首先 得 
到 的 是 归纳 基础 . 另 一 方面 , 也 不 能 陷入 另 一 个 极端 : 对 充分 长 的 目 然 数列 1<k<1! 
中 的 一 切 & 验证 M(k) 的 正确 性 ， 然 后 作出 没有 根据 的 结论 ， 对 一 切 me N,M(n) 
真 ( 称 这 一 作法 为 不 完全 归纳 法 ). 

在 这 里 给 出 两 个 令 人 不 愉快 的 例子 . 

δ 费 马 猜 想 , 所 有 形 如 Εν = 22 +1 的 费 马 数 都 是 素数 ,此 处 n= 0,1,2,:… 
前 5 个 费 马 数 是 素数 . 但 欧 拉 找到 了 Fs 的 一 个 分 解 式 : ΕΒ = 4294967297 = 
641 . 6700417 ， 人 们 执 扫 地 企图 在 最 新 式 计算 机 的 帮助 下 找到 哪怕 一 个 新 的 费 马 素 
数 , 但 直到 现在 也 没有 成 功 . 这 一 方向 的 最 新 “成 果 ” 是 验证 了 本 945 可 以 被 5.2 十 1 
整除 . 

例 2 观察 当 n = 1,2,… ,40 时 ， 形 如 nn? 一 n 十 入 的 数 (这 是 欧 拉 研究 的 一 
个 多 项 式 ), 人 们 可 能 会 猜想 这 个 多 项 式 对 任意 n 都 得 到 素数 (关于 素数 见 59). 但 是 
412 - 41 十 41 -- 41”. 

这 种 类 型 的 例子 要 多 少 有 和 多少. 

在 用 归纳 法 研究 问题 时 , 有 时 最 重要 的 事情 是 , 使 所 证 的 论断 具有 恰当 的 形式 . 
假设 要 求 和 式 : 

pr(n) -- 1} ἠ- 25 十 3 二 十 (nn 一 1 十 mn*， k = 1,2,3. 
如 果 告 诉 我 们 ， 答 案 包含 在 下 述 表 达 式 中 ， 问 题 就 大 大 简化 了 


2 
pi(n) = nn 9, pa(n) = n(n 十 μυ 1) pa(n) = κ 9 | 
ΤΕΙ pk(n) 的 一 般 形式 将 联系 到 多 项 式 的 根 再 一 次 进行 讨论 ( 见 第 6 πε), 此 刻 
我 们 指出 ,在 83 第 5 段 中 遇 到 的 公式 T(n) 有 下 述 形式 
Tn) =nn 一 起 十 二 Κ(Κ --1)}Η---:η-1{1--1) 


ΣΣ. »κ- Ρ2(π) — Ρι(η) 


k=1 
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( 今 


今后 将 会 经 常用 到 求 和 号 ΣῚ). 基于 上 述 pz(n) 和 pi(n) 的 表达 式 , 我 们 得 到 FT(n) = 
(2… 一 n)/3 . 显然 这 一 结果 可 以 直接 对 Τ() 作 归 纳 论 证 得 到 ， 
如 果 说 想 出 ια (η) 的 形式 不 太 困 难 ， 那么 想 出 p2(n), Ῥα(η) 的 形式 就 没 那 么 平 


几 了 ， 而 关系 式 
ps 十 p7 二 2 (εν 2) 


一 般 需 要 按照 某 种 确定 的 步骤 寻找 ， 目前 这 样 的 步 又 是 能 够 给 出 的 ， 但 我 们 在 这 里 
不 考 虚 它 .而 证 明 上 述 已 经 给 出 的 对 应 关系 ， 只 需要 直接 计算 从 n 到 n++1 的 一 步 
归纳 ， 我 们 把 它 留 给 读者 作为 有 益 的 练习 . 

恰好 在 这 一 练习 中 用 到 下 述 二 项 式 公式 


ο ο. (1) 
此 处 a 和 是 任意 数 ， 而 单项 式 αὖ κ 的 二 项 式 系数 | 形 如 


Τι nl! n(n 1)..……(n—k+i1) 
| k ) ΕΠ ΙΟΣ ΕΕ κε-1)...23.1᾿ (2) 


1 ΒΗ τι! -- π(η -- 1)--:3.1(τι 的 阶乘 ). 其 值 快速 增长 ， 例如 6! = 720,10! = 3628800, 而 
100! 10156. 对 公式 (2) 进行 补充 ， 人 允许 0!1 = 1 以 及 当 k <0 时 | . ) Ξ0 19 1 


处 的 . 我 们 还 要 指出 ， 
{{} 6) 
ο” 
(二 项 式 系 数 的 对 称 性 ). 
当 nn 二 1,2 时， 公式 (1) 显然 成 立 ， 我 们 对 π 作 归 纳 . 假设 公式 对 所 有 « τι ΒΗ 
数 成 立 ， 用 a 十 b 去 乘 (1) 式 的 两 端 ， 我 们 有 
(α 1- γη τ} -- (g++b)"*(a+b) 


--α"(α-ὀ)}Η--:: | . ο... 


- απ αρ... κ Τὸ απ 2 ΚΕΑ 1 二 Τι gn+1—kpk 
k—1 κ -- 1. 
τ n | 
十 | ) anrtl—kpk 十 | ) αν -Κρκ-ὶ 十 ... 十 αὐ! 十 prtl 
k k 


34. ΙΝ 代数 的 起 源 
合并 同类 项 ， 单 项 式 αγ; τὸν 的 系数 为 


re) 


nn | 7 | 
Rm RTI Rn—k) 


nl 1 1 
"παπι π-εττττ] 
加 nl nn 十 1 
(TI 一 了 km—k+1) 


+ /n+l 
kmn+l—k)! k 


即 恰好 对 形 如 (2) 的 二 项 式 系数 的 上 指标 增加 1. 这 就 证 明了 公式 对 一 切 πεΝ 
成 立 . 
如 果 写 成 
(ae 十 = (α-- Ὀ)(α 1- ὁ) ---(α 1- ὃ), 


给 右边 的 因子 从 1 到 n 编号 ， 并 考察 所 有 的 编号 为 

1-1 κος. «ϱἶκστ 
8, {ΠΕΕΑ ΠΗΗ ΑΠ αἲ τὸν 相符 ， 所 以 我 们 断言 ， | ) 恰 为 n 元 集 
中 所 用 元 子 集 的 个 数 ， 比较 老式 的 术语 是 从 并 个 元 素 中 每 次 取 天 个 元 聚 的 组 合 数 


这 是 一 种 本 质 上 的 表述 . 
特别 地 ， 和 集合 了 P({s1,… ,sn}) ( 见 85 习题 4) 的 基数 等 于 


ΕΚ; 
Card P({s1, s2,... ,Sn}) = 2". 
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二 项 式 系 数 在 初等 组 合 论 中 几乎 是 必 不 可 少 的 . 下面 是 一 个 直观 的 几何 例子 . 
例 (美国 数学 月 刊 ， 1977,V.84,No.6) 给 定 圆周 上 任意 τι 个 点 ， 确 定 由 | ᾿ ) 


条 弦 划 分 的 圆 内 的 区 域 数 .此 处 假设 任意 三 条 弦 在 圆 内 不 相交 ( 见 图 12). 这 是 
一 个 着 名 的 问题 . 


4 τι -- 1,2,3,4,5 时 的 结果 使 人 们 想到 ,一 25-; ,但 事实 上 ， 正 确 的 公式 为 
ο . 试 证明 之， 

证 明定 理 或 构造 数学 对 象 时 ， 有 时 需要 借助 更 复 录 的 归纳 形式 . 例如 下 面 的 二 
重 归 纳 原理 . 设 任 取 日 然 数 m 和 n, 有 某 一 命题 Y(m,n), 并 且 : 

1) Y(m,1) 和 Y(1,n) 对 所 有 的 mn 真 ; 

ii Πε Υ(Κ-1,1) 和 Y(k,1 一 1) κ, ΠΙ Υ(Κ,1) 亦 真 . 

(这 就 等 价 于 说 ; | 

ii 站) 如 果 对 一 切 满 足 κ κκ Γκι 4 «Κη|ΠΈΚᾺ (κ, 0).Υ(Κ',θ) 真 ， 则 
Υ(Κ,1) 亦 真 . ) 

者 么 命题 Y(m,n) 对 所 有 的 自然 数 m 和 n 都 真 . 


71 是 


s(n) 一 sinw 十 Sin2op 十 .… 十 Sin7mp， 
ο(π) = cosy 十 cos2p 十 .十 Cos720p， 
对 η {ΕΒΕ ΙΕΡΗ ΑΑ 
_ sin(np/2) sin((n + 1)φ/2) . sin(np/2) cos((n + 1}ρ/2) 
κα. sin (P72) 一 sin(p/3) | 
2. 下 述 公 式 成 立 : 


- 9 kn ο ποτ -- 1). 
5) ὁ οἱ συ... 
=1 


~ 2k 27 一 2K 
b -- 4". 
Σ( 狼 nk ) 
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至 少 在 nh <<5 时， 验证 它们 的 正确 性 ， 
§8 ”置换 


1. 置换 的 标准 记 法 “我们 来 进一步 讨论 85 提出 的 关于 有 限 集 一 一 变换 的 几 个 
问题 ， 一 些 重 要 的 代数 概念 就 是 在 这 一 基础 上 目 然 产生 的 ， 

令 是 nn 元 有 限 集 . 由 于 元 素 的 性 质 对 于 我 们 来 说 是 非 本 质 的 ， 为 方便 起 见 ， 
不 妨 设 8 = {1,2,…n}. 由 人 2 一 人 0 的 全 体 一 一 变换 组 成 的 集合 记 作 δη--δ(Ω) , 其 元 
素 通 常用 小 写 希腊 字母 表示 ， 称 为 置换 . 仅 对 恒 等 映 射 e = en 保留 用 拉丁 字母 . 

用 展开 和 直观 的 方式 将 任意 置换 :i 一 7),i 二 1,2,… ,n ,表示 成 下 述 形 式 : 


12. --: τ 
π 一 .. 
τι το “πα Όγι 


它 完 全 指明 了 所 有 的 像 : 
| 19... ῃ 
π {| 1 4 
21 32 + tn, 


其 中 计 = 7(k),k 二 1,2,.… ντ, 是 符号 1,2,… ,n 的 一 个 排列 ， 
设置 换 cr e Sn 它们 的 乘法 对 应 于 映射 合成 的 一 般 法 则 : (στ)() = σ(τ(ῦ). 


例如 对 于 置换 
: ~ 1234 ο {1234 
“\2»2341/  “\43021 
我 们 有 
1 2 3 4 
ΠΙΕΙ 1 (1 1) 
στ 一 - 4 3 2 1 = | . 
2 3 4 1 4 3 91 1 4 3 2 
| 1 }ἱ 1 
1 4 3 2 
同时 


所 以 στ τσ. 
按照 85 的 结果 ， 置 换 的 乘法 满足 下 述 规律 . 
Ὁ) 乘法 是 结合 的 : 对 任意 α,β, η € δη,(αβ)η = α(βη). 
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ii) δ, 有 单位 元 e: ἩΓΕ πε Sn,ne= 二 7 = eT. 

ii) 每 一 个 元 素 x € δ᾽ 都 有 道 元 π :Nn 1!=e 二 XT. 

这 三 条 性 质 ， 补 上 我 们 暂且 不 谈 的 一 般 法 则 ( 见 第 4 章 ), 给 出 了 称 δε 为 群 的 根 
据 ， 准确 地 说 ， 集 合 ον 连同 其 元 素 的 自然 乘法 运算 (置换 的 合成 ), 叫 作 τι 元 对 称 
群 (或 nn 个 符号 的 对 称 群 ,或 nn 个 点 的 对 称 群 ). 对 于 我 们 来 说 ,眼下 不 过 是 术语 上 的 
约定 ， 它 将 重点 从 集合 5% 转向 了 同样 重要 的 置换 的 乘法 性 质 ， 即 转 癌 δι 中 元 队 的 
合成 可 能 表现 出 来 的 性 质 ， 对 称 群 ο 是 群 的 一 般 理 论 和 170 多 年 前 俩 罗 瓦 理论 的 
源头 ， 而 且 大 量 的 数学 思想 正 是 与 它 相 联系 才 得 以 产生 . 

注 记 如果 将 术语 置换 当 作 数字 1,2,… ,mm 按照 某 种 顺序 摆 放 的 代名词 ， Sn。 的 
元 素 有 时 也 称 为 排列 (noncraHoBska). 因为 n 元 有 序数 列 与 δὲ 的 元 素 之 间 存 在 
着 一 一 对 应 , 而 “置换 ”一 词 比 固定 的 序列 使 人 更 快 地 联想 到 运算 ， 所 以 排列 一 词 就 
不 再 使 用 了 ， 我 们 后 面 还 会 谈 到 ,例如 将 数 代 入 “多项式, 但 是 它 仅 作为 所 指 含义 
的 另外 规定 ， | 

如 果 还 需要 更 多 的 出 处 ， 至 少 可 以 在 a) 科学 文献 Ὁ) π. C. 亚历山大 罗 夫 的 
教科 书 《 解 析 几 何 讲义 》 (HayKka (科学 出 版 社 ),1968,c 767) 中 找到 . 

我 们 来 计算 群 δὴ 的 阶 |5%1. 符号 1 在 置换 σ 的 作用 下 变 成 了 符号 o(1),o(1) 有 
n 种 不 同 的 取 法 ， 确 定 了 σ(1),σ(2) 只 能 从 剩 下 的 n 一 1 个 符号 中 去 取 (所 以 不 同 的 
对 (σ(1),σ(2) ) 共计 有 (nmn 一 十 (mn 一 十 … 十 (mn 一 1 二 n(n 一 1) 个), 而 o(3) 只 能 从 
n 一 2 个 符号 中 取 等 等 ，o(1),o(2),… ,ol(n) 的 所 有 可 能 的 选择 ， 也 就 是 所 有 不 同 的 
置换 共计 n(n -- 1). 215 πι. ΒΓΕ 


Card Sn = |Sn| Ξ τι 


2. 置换 的 循环 结构 ”我们 现在 将 οι 中 的 置换 分 解 为 更 简单 的 置换 的 乘积 ， 7ο 
用 上 例 中 的 置换 cr e δι, 能 过 图 表 (图 13) 说 明 分 解 的 思路 . 


图 13 
置换 σ 电 作 一 个 长 为 4 的 循环 , 简单 地 写成 vc=(1 2 3 4), δὲ 
o=(2 3 4 1)=(3 4 1 2)=(4 1 2 9), 


而 置换 
T 一 (14)(23) 
@ 作者 这 样 说 是 因为 在 俄 文中 代入 与 排列 是 同一 个 词 , 一 一 译 者 注 . 
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是 两 个 无 关 的 (不 相交 的 ) 长 为 2 的 循环 (1 4) 和 (2 3) 的 乘积 ， 我 们 指出 
σ΄ --(13) 24), σ᾽ -- (σ΄)΄ --ε,τ΄ -- ε. 


现在 设 关 是 5% 中 的 任意 置换 . Ἠ πα π 归纳 地 定义 如 下 ( 见 35 定理 3 的 证 


明 ) - 
π(π 1), 看 s>0， 
me 着 s= 


Tri((r-rs Ὁ), πε «0. 
这 时 显然 有 
NN 一 Ts 一 Tt7rs δε 
( 当 s 与 土 同 号 时 ， 顺 序 添 上 r 或: , 当 s 与 在 异 导 时 ， 用 ee 代替 mr) 
ΩΙ < ceo , 所 以 对 于 每 一 个 置换 x € S。, 可 以 找到 唯一 确定 的 目 然 数 g = α(π) ， 
使 得 全 部 不 同 的 方 守 包 含 在 集合 (7) = {e,7,… ,πΊ-}} ΗΠ, Ηπῖ = ε. 该 数 gq 叫 作 
置换 关 的 阶 . 这 样 ， 上 述 置换 σ 和 τ 分 别 有 阶 4 和 2. 
称 两 个 点 i,je€ 0 为 7 等 价 的 , 行 存在 某 个 sEZ ,使 得 7=T( 人 .因为 


i=7 (Ὁ, 1 π'() -» ἱ--π-"(3),} πι Κ-- π'(}) k= 7 (0), 


我 们 显然 得 到 了 9 上 的 一 个 关系 ， 它 具有 反 身 、 对 称 、 传 递 性 ( 见 96 第 2 段 ). 基于 
等 价 关 系 的 一 般 性 质 ， 我 们 有 


由 一 人 ULU ορ. (1) 


集合 Ω 划分 成 了 两 两 不 相交 的 类 01,… ,人 2, , 这 些 类 被 直观 地 称 为 + 轨道 . 这 一 名 
称 是 完全 有 根据 的 ， 因 为 每 一 个 点 ie 9 怡 属 于 一 个 轨道 ， 并 且 如 采 {εθκ,  Ων 
由 元 素 π 的 方 虎 作用 在 点 i 上 的 像 组 成 : 1.π(ὐ),π’(ἑ),::: επ κ ο (ϐ) , ΒΟΑ͂Ν ἰκ -- |Ὠκ| 
是 "轨道 Q 的 长 度 . 显然 


lk < qg= Card(n), nr*(i) =%, 


ΤΗ ἰκ 是 具有 这 些 性 质 的 最 小 数 . 令 
πι 一 (i, A (2), -πὶε-1(ῇ} - | 1 π(τ) εν πίκ-2{ῃ} | 


π() π’() ::: πλ τὸ 
我 们 得 到 了 一 个 置换 ， 叫 作 长 为 i ἀὐ 1835. 
将 循环 写成 (12 3.…… ) 或 (1,2,3,… ,!) 是 有 趣 和 方便 的 . 
循环 πι 使 集合 Q\Q4 中 所 有 的 点 保持 不 变 ， 而 任 取 点 JE Ως, TU) = πι) 这 
一 性 质 给 我 们 提供 了 称 两 个 循环 7%, mi,s 关 t+, 是 无 关 的 或 不 相交 的 这 一 说 法 的 依 
据 ， 因 为 任 取 ie Qk, π͵() = 二 i ,所 以 πὶ -- ο. 


88 Βα 8 99” 

这 样 ， 公 式 (1) 的 划分 对 应 于 置换 r 到 乘积 的 分 解 
π--πιπ1--' πρ, (2) 
其 中 任意 两 个 循环 都 是 可 换 序 的 ， π--πιπο'':πρ --πιιπι;-'-πι,. 可 以 假定 > 


ii 二 一 1 
如 果 循 环 x = (的 长 度 是 1, 那么 它 事 实 上 是 恒 等 置 换 这 样 的 御 环 目 然 可 在 
乘积 (2) 中 省 略 ; 


πΞ--πιπ2’.:Ίπι, κ], l<k<m. (3) 


例如 我 们 可 以 将 置换 


1 2 ὃ 456 7 8 
二 一 Ε δα 
2894517 6 8 


写成 
πΞ-(1 2 3 4 δ)(6 Τ)(8) -- (41 2 3 4 5)(6 7). (4) 

对 任意 nn 之 7,(12345)(67) 可 以 看 成 Sn 的 置换 ， 这 是 上 述 记号 的 不 便 之 处 ， 
可 是 一 旦 确定 下 来 ， 这 种 不 确定 性 就 不 存在 了 . 

更 精确 地 , 假设 我 们 还 有 形 如 (3) 式 的 另 一 种 分 解 < = αιαρ:. αν, 它 也 古 不 相 
交 循 环 的 乘积 ， 并 设 符号 i 在 7 的 作用 下 改变 .这 时 存在 ri ,mm 中 的 一 个 (Β. 
仅 有 一 个 ) 循环 rs , 使 得 rs 人 人 关 i, 同 时， 存在 a1,… ,ar 中 的 一 个 循环 αι , 使 得 
αι(ϐ) 关 i. 3 {ΠΒ πι(ὶ) = (i) = αι(ϐ) . 如果 我 们 已 经 知道 


πε (ϐ) = 7 (i) = αι (i), (5) 
那么 将 置换 π 作用 于 这 一 等 式 ， 并 运用 7 与 rs 和 at 的 交换 性 ， 我 们 得 到 
rns(i) = 7 (i) = ra (i), 
因而 rkr(i) = πΡΤ1(1) = αἴπ(!), 最 后 ， 
πε 1 (0) = net (i) = ott1(i). 


这 就 是 说 ， 等 式 (5) 对 任意 k= 0,1,2,… 成 立 . 但 循环 是 被 它 的 方 宪 在 任意 一 个 发 
生 改 变 的 符号 上 的 作用 唯一 确定 的 .因而 rs = αι. 然后 再 对 m 或 7 用 归纳 法 . 

于 是 我 们 证 明了 

定理 1 ο 中 的 每 一 个 置换 7 关 e 都 是 长 度 23. 、 不 相交 的 御 环 的 乘积 过 一 
分 解 式 精 确 到 循环 的 顺序 是 唯一 确定 的 . 

将 注意 力 转 到 长 为 2 的 循环 . 


«40. | ΙΙ ΗΕ 


εν 长 为 2 的 箱 环 叫 作 对 换 . 
任意 对 换 的 形状 为 7 = (7 它 不 改变 所 有 异 于 i,j 的 符 写 ， 从 定理 1 得 到 
推论 每 一 个 置换 Xn € ιο, 都 是 对 换 的 乘积 ， 
证 明 ”事实 上 ， 御 环 可 以 写成 对 换 的 乘积 ， 例 如 
1 3 .1-17D=(0 DQ ἰ- 1). (18)(19). 


而 定理 1 保证 了 任意 置换 可 写成 对 换 的 乘积 ， D 
对 定理 1 及 其 推论 中 的 公式 说 明 如 下 ， 从 循环 o = (ii iz ἐ4:.-ἐι.ι 11) 的 定义 
得 出 
2 3 UPU UP 
和 
一 六 EN 1 人 

如 果 我 们 将 o 写成 o = (ο ἐν 条) , 即 对 包含 在 σ 中 的 号 码 循环 移 位 ， 则 任何 
事情 都 设 有 改变 ， 这样 ， 定 理 1 的 唯一 性 是 一 个 本 质 的 特性 ， 另 一 方面 ， 在 推论 中 
将 置换 写成 对 换 的 乘积 是 没有 这 种 唯一 性 的 ， 令 

σξ (ἵι 19 ta ἐπ) = 01) {ι..1)-:«(ἐι 8) (ἐν 19), 

στ (ο ia3' ι 1ι ἡ) Ξ (10 1) (ἱο {1} (ο ἐπ. 1)" (1 1). 
置换 o 的 两 种 写法 包含 相同 个 数 1 一 1 个 的 不 同 的 对 换 (仅仅 (i 19) = ( ὑι)). 此 
外 ， 这 些 对 换 不 是 可 交换 的 ， 而 它们 的 个 数 也 不 是 一 成 不 变 的 ， 例 如 在 54 中 

1 2 3)=(1 83)1 2) -- 3)(1 3)= (1 5) 4)(1 2)(1 4). 


3. 置换 的 符号 ”给 出 下 述 重 要 和 定理: 
定理 2 设 趟 是 5% 中 的 一 个 置换 ， 将 分 解 成 对 换 的 来 积 : 
π--τιτο:--Τε, (6) 
称 
er = (08 (7) 
Ἢ π 的 符号 ( 亦 称 符号 差 或 奇偶 性 ), 它 由 置换 不 唯一 确定 并 不 依赖 于 (6) 去 的 分 解 
方法 ， 即 对 于 给 定 的 乞 ,整数 天 给 出 的 奇偶 性 永远 是 唯一 的 ， 此 外 任 取 α, β Ε δη, 
ἔαβ 一 caocD， (8) 


证 明 1) 设 除 (6) 式 外 ， 我 们 还 有 一 个 分 解 


T= TT Th (63) 


5 8 换 «41. 


并 且 数 上 与 k 是 不 同 的 . 定理 的 结论 等 价 于 说 ， 整 数 大 十 局 是 一 个 偶数 .因为 
(το) --ε, Η (6) :5 (60) 68Η τιτο:. τετ Τίτο. τι ,用 7,… τὸν τί 从 右 侧 顺 序 去 
乘 这 一 等 式 的 两 边 ， 我 们 得 到 τιτα-:-τετί, -:--τὂτ! -- 6. 我 们 的 问题 可 以 归结 成 ， 设 


ἐ--σισο"'.σπι-ισπιι m> 0, (9) 


是 单位 置换 到 对 换 乘 积 的 一 个 分 解 . 则 πι 是 一 个 偶数 . 

这 个 目的 可 以 用 下 述 方法 实现 : 将 e 的 表达 式 (9) 转化 成 m 一 2 个 对 换 的 乘积 . 
继续 这 一 过 程 ， 如 果 m 是 奇数 ,我 们 就 得 到 了 一 -个 对 换 7 . 但 显然 ee 入 r. 根据 以 上 
分 析 ， 我 们 只 需 给 出 将 πι 个 因子 削减 为 m 一 2 个 的 依据 . 

2) 设 s,1 < s < n ,是 任意 一 个 包含 在 对 换 xz, … ,om 中 的 整数 .为 确定 起 见 ， 设 


6 一 σι .΄. '"σρ- 1σρ0ρ-1 .. “ Om,) 


使 得 op = (5 4), ΠΠ σρῃι,-:' ,om 不 包含 s. 对 于 op_1, 有 下 述 四 种 可 能 性 : 

a) op-1 (5 8); 这 时 op_10p = (st)(s Μι ε 的 写法 中 排除 ， 我 们 得 到 了 πι-- 2 
个 对 换 的 分 解 式 ; 

Ὁ) op-1 = (8 7),7 A s,t; ΙΙ 


σρ..1σρ = (9 7)(st) = (st)(rt), 


ο) ap-1 = (t7),7 Fs,t; 则 | 


Op_ 1op = (tr)(st) = (sr)(tr), 


再 次 出 现 b) 的 情况 ， 。 向 左 位 移 而 对 换 的 个 数 m 没有 改变 ; 
dop=(erfernfs 甘 = οι ΑΝ 


Op-10p = (qT)(s t) = (5{}{ατ). 


如 果 出 现 情况 a), 我 们 的 目的 就 达到 了 ， 否则， 不断 重复 b) 一 d) 的 处 理 方式 ， 
可 以 将 s 移动 到 左边 第 一 个 位 置 . 归根 到 底 ， 我 们 或 者 有 情况 a), 或 者 到 达 下 述 极 
限 情 况 ， ee = oo Ξ (s 1), 县 s 不 进入 o5,… ,0o%%. 于是， 当 k 上 >1 时 
σι(9) -- 5, 1Η s=e(s) -- σ!(6) -- ἱ΄ -ἑ6. 这 个 矛盾 证 明了 情况 a) 必须 出 现 ， 从 而 πι 
是 偶数 ， 所 以 关于 ex 不 变性 的 论断 是 正确 的 . 

3) 如 果 a --τι-:-τκ,β 二 τν". τει, ΜΙ αβ --τι::-Τκτκ-μι::-Τκ-μι, 且 ἔα = 
(1) σερ = (1) ,eap = (ο --(-1}(-1)' = eaep . . 
定义 Ξ-.-1, ΑΙ Σδιπεδι 为 (ΒΗ. 若 ev = -1 , 则 r 为 奇 置换 

根据 定义 ， 所 有 的 对 换 都 是 可 置换 ， 而 se = 1. 
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推论 设置 换 7 E€ δ, 分 解 为 长 为 1,l2,… ,lm 的 互 不 相交 的 循环 的 乘积 ， 则 


和 (ικ--1) 
εκ (—1)*=1 .. 


证 明 ”事实 上 ， 根 据 定 理 2, 我 们 有 


Ex 一 一 EAT: πι — επι ” “ ENAm 


其 中 ， sw = 二 (一 1)*-i ,因为 zk 可 以 写成 一 1 个 对 换 的 乘积 ( 见 前 述 定 理 1 的 推 
论 的 证 明 ). 最 后 


ἰκ-1 
επ-(Ὀη-...(..1γγπ-1. ΠΠ - 


12345 10 11 
δι 1 π- ΡΊ δ Ππ-Ωα524Τ}8698}00 11}, ΜΚ 
Ρ407291 3811 10 | 
/1 -- 5.ἐρ = 4,8 一 2 得 到 Επ 一 (--1) ΣΙ 一 | 

将 Sn 写成 并 集 5% = Απ) Αη, 其 中 


ΓΙ 


Αη πες Sn lerxr = 11 


是 偶 置 换 的 集合 ， 4 = Sn\An 是 奇 置 换 的 集合 . 设 r = (ij) 是 任意 对 换 ， ον 到 目 
身 的 映射 了 rr :rmTr 是 一 个 一 一 映射 ， (Zr 是 单 射 ，7a =T76 僵 aa=0; 结 论 由 
85 定理 3 给 出 .不 难看 出 17 是 恒 等 映 射 ， 故 ΙΓ” = 1). ντ 可 以 直观 地 表示 成 在 
集合 ο = {πι --ε,πο,πα,-'' πν) 上 的 一 个 入 = nl 阶 置换 : 


1, - πι πο πο .. ΠΝ ) ᾽ (10) 
τπι TR τπα '' THN 
类 似 地 
ΒΕ. . πι πο 73 δλδ ΠΑΝ ) (10/) 
πιΤ T27 ποτ NT 


也 是 9。 上 的 一 个 署 换 ， 映 射 (10) 和 (10/4) 以 后 会 有 更 广 证 的 应 用 ， 此 刻 我 们 指出 
ET 一 Ετεπ 一 一 ET ) 所 以 


L(An) = As, Li(An) = Απ. 
也 就 是 说 ， 9, 中 侦 置 换 的 个 数 等 于 奇 置换 的 个 数 ， 从 而 
An = 5 δν] ΤΠ. (η) 


4. ον 在 函数 上 的 作用 Οι 中 任 一 置换 o 的 符号 的 重要 意义 可 以 在 计算 c 18 
序数 时 看 到 ( 见 本 节 最 后 的 习题 5). 但 现在 不 去 管 它 , 我 们 运用 斜 对 称 函 数 的 概念 ， 
给 出 定理 2 的 另 一 种 证 明 ， ΣΜΕΑ 本 身 也 是 重要 且 有 用 的 . 
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定义 设 TESn,f 有 是 nn 个 自 灾 量 的 函数 ， 邻 


(πο )(αι,ᾳ2,-:' νη) = Γ(Ώπ()»'--» π(ηγ), (12) 


μη κά σ--πο [6 ἢ πε β f 上 得 到 的 . 
5| 理 1 { αιβα δη 的 任意 置换 ， 则 


(αβ)ο/Ξ αο(βο /). 
证 明 根据 公式 (12), 我 们 有 
(a o (Bof))(z1, ,Tn) = (0ο f) (rat), ,Ta(n)), 
令 yk 二 πα), 并 注意 到 y6G) = Za(eG)， 


(ao (Bo Ἠ))ίαι»::: ,Tn) = (6ο f(y, ,Yn) 
= jyeGD ,YB(m)) τα} (Φα(β(α))» ;Ta(p(n))) 
= f(z(ag)(D); ,Tap)n)) = ((αβ) ο }}(α1»-:'; η). 口 


定义 一 个 nn 元 函数 | "11; 斜 对 称 的 , 车 f(:… ,Zk, ZE+1…) = 一 f(… κει, 
Tk,"…), 也 就 是 说 ， 当 交换 任意 两 个 相 令 变量 的 位 置 时 ， 克 数值 变 瑟 . 

引 理 2 交换 任意 两 个 变量 的 位 置 ， 儿 对 称 丽 数 变 忆 ， 

证 明 设 交 换 第 i,; 个 自 变量 的 位 置 ， 且 1 < 1. 对 位 于 ij 之 间 的 自 变 量 的 个 数 
1 二 7 一 i 一 1 作 归 纳 ， 当 i= 0 时 ， 引 理 的 条 件 符合 斜 对 称 卫 数 的 定义 设 引 理 对 任 
Ἐ-!1-1«ἰΒ.. ΙΙ 


Μα. y iy {1-1 2} 1) Tj ) 一 一 ; 1-1) δν Tj-1, Tj ) 


= fC Tit Ti Tl To) = fe ,Tj ο ο”... 


应 该 指出 ， 并 非 所 有 的 斜 对 称 函 数 恒 等 于 零 ， 下面 是 一 个 最 简单 的 例子 
例 设 
An = An(T1, σοι... ,Tn) 一 Ι{| (Ti 一 ος) 
1<j<ign 
符号 ΤΠ 表示 乘积 ， 正 如 Σ; 表示 求 和 .， 指出 任意 两 个 相 邻 的 日 变量 zk,zk+l, 我 们 有 
An = (Tk+1 οσα ο, T1)(Tk 一 ZE) (οκ α1)]: Α: Β, 
其 中 
4= ΤΠ (zi—z)), 
ΣΑ 


B= [| (αρ 一 Zs_1) (7Zs 一 Tk+1) (Θα 一 ZK) (zs 一 2ι)]- 
3 二 此 十 2 
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交换 zk 与 zp+i 的 位 置 ， 因 子 


νι -ακ.1)’'"(ακει πι) ταν 一 TFI (Tk σι), 


A 和 B 显然 没有 改变 ,可 是 


(Tk — Tk+1) = -(ακ!1ι — Οκ). 


这 就 意味 着 
Πω. ο ο Te) SkSntl. 
An 是 斜 对 称 函 数 ， 根 据 引 理 2, 我 们 有 
AAA 
此 外 ， 当 zx1,… ,zn 两 两 不 同时 ， 
An(zi να) #0. 


定理 2 的 第 二 种 证 明 考虑 任意 nn 个 变 元 71,… ,zn 上 的 斜 对 称 函 数 f. 根据 
定理 1, 当 置 换 π--τιτι-:-τκ 分 解 成 对 换 的 乘积 时 ， 关 在 了 上 的 作用 归结 到 对 换 
Th;Tk-1;"… ;1 在 ff 上 的 逐次 作用 ， 妈 上 个 (--1) 与 了 的 乘积 ; 


πο ίτι-::Ττε ι)οίτεο [)ξ--τι:. «τι i) of = = (1)f =erf. 


因为 这 一 关系 式 的 左边 依赖 于 x ,而 不 依赖 于 7 的 任何 分 解 ， 所 以 由 等 式 (7) 
指出 的 映射 s: πο ex 当 了 不 是 零 画 数 时 由 置换 7 完全 确定 .事实 上 ， 这 样 的 函数 
是 能 够 取 到 的 ， 例 如 f= Δε. 


按照 引 理 1 建立 的 法 则 将 置换 αρ 作用 到 这 样 的 函数 f 上 ， 
εαβ/ --(αβ})ο }-- αο(βο ῇ}--αο(ερ[) -- ερίαο }) 
= Εβ(εα ἢ) = (Εβεα}/, 

从 而 得 到 关系 式 (8). 口 

注 记 我 们 将 不 止 一 次 地 研究 5S。 对 函数 的 作用 , 在 [BA 五 | 中 可 以 看 到 这 
仅仅 是 一 般 规 律 的 个 别 体现 .我们 的 另 一 个 小 小 的 成 绩 在 于 ， 将 口头 表达 式 “ 在 
f(x1;,… ,Tn) 中 交换 zi 与 αι 的 位 置 ", 简 记 作 符号 To f ,其 中 = ({ 1). 

习 题 
1 .在 数学 分 析 教 科 书 中 证 明了 斯 特 林 公 式 


nl~ νοπηπ ε ， 


88 Ἡ ΒΝ 和 


此 处 e 二 2.718281... 是 自然 对 数 底 ， π = 3.141592...; 符号 ~ 4853 τι 一 co 时 ， 
V2rm ne / τὶ 趋 近 于 1、 人 和 借助 阶乘 公式 检验 近似 估计 100! > (9.33.…)10” ， 在 9100 
中 有 多 少 长 为 100 的 杭 环 ? 

2. 求 置换 (4) 和 置换 


( 2 3 4 5 8 7 ο) 
不 二 
3 6 8 2 1 4 5 7 
ἐφ θ᾽. 

3. 形 如 (3) 的 置换 π 含有 πι 个 互 不 相交 的 箱 环 ， 令 


Τι 
/ 
τι Ξξ τι -- > ἐκ, 
Kk 二 1 


则 π 使 πι 个 符号 {或 点 ) 保持 不 变 . 数 ἀ(π) 二 π -- (m πο) "α {εδ π 的 减 量 、 验证 
επ = (--1)άσ). 


4. 计算 置换 


的 符号 . 
5. 设 Ξ {1, 2,.… ΠΣ ΩΧΩΆΞΒΈΛ.4. πα (1 1) ΕΩχΩ δα σε Sn 的 道 
序 关系 (或 简称 σ 逆序 ), ἐς 1, 18 σ(ἳ) > σ(1). ᾱ- 


sgn(o)= |] ο η -- ο 


δές στι 


因为 非 替 有 理 数 (σ(1) -- σ(τ))/(1- ὃ 取 负 号 ， 当 且 仅 当 (11 στα, ΚΒ σ:0Ω-»0Ὦ 
是 一 一 映射 ， 所 以 sgn(a) 二 (一 1)”, 其 中 有 是 0 逆序 的 总 数 ， 易 见 


GO (mo) 
0 


这 样 ， 逆序 (9) 在 作为 置换 τσ 的 送 序 时 中 止 了 ， 其 中 二 (σ(1),σ(ϐ) 是 一 个 对 换 . 
证 明 可 以 找到 尺 个 对 换 τι,-:: ,Tk, 使 得 


TEkTk—1 Τσ ΕΕ. 


其 中 e 是 单位 置换 . 则 0 二 夏 …Tk_1Tk) 而 sgno 二 (一 1)* 二 eo ,这 两 种 记号 代表 置换 的 同一 个 
不 变量 ， (从 拉丁 文 signum 引出 的 ) 记号 sgn 就 是 符号 的 意思 . 我 们 得 到 了 另 一 种 便利 的 方法 来 
确定 置换 的 符号 . 例如 对 应 于 置换 (4) 的 这 序 的 集合 由 五 个 数 对 (1 5),(2 5),(3 5),(4 5),(6 7) 组 
成 ， 那 么 sgn7 二 一 1, 事实 上 ， 事 情 归 结 为 计算 置换 Tt 的 下 面 一 行 中 比 定 大 却 位 于 宇 的 前 面 的 数 
字 1 的 个 数 ， ἱ--1,9,..- ,τι--1. 
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89 ”整数 的 算术 


本 节 的 昌 的 是 简 述 整数 的 初等 可 除 性 质 ， 以 便 在 后 面 的 草 市 中 引用 .进一步 的 
结果 将 在 第 5 章 给 出 ， 在 那里 ， 整除 性 理论 被 推广 到 更 一 般 的 代数 系统 中 . 

1. 算术 基本 定理 ”和 大 存 在 某 个 te 纪 , 使 得 n = st, 则 整数 ο ΠηγΕ ΕΝ τι 的 
数 ( 或 因子 ),n 本 号 叫 作 ο 的 倍数 .n 被 s 整除 记 作 sin, ΠΠ 不 能 被 5 整除 记 作 5η. 
整除 性 是 Z 上 的 传递 关系 ， 如 果 mln 且 nlm, 则 n= 土 m, 而 整数 n,m 叫 作 相伴 的 . 
如 果 整 数 p 的 全 部 因子 为 士 p, 士 1( 非 真 因子 ), 则 称 p 为 素数 . 通常 约定 取 数 是 正 的 
ΗΧΤ 1. 

下 述 定理 表现 出 素数 的 基础 作用 . 

算术 基本 定理 5-1 11 都 可 以 分 解 成 素数 的 来 积 τ -- ppo:……ps. 
这 一 写法 除 因 子 的 次 序 外 是 唯一 的 . 

将 相同 因子 收集 到 一 起 并 改变 记 法 ， 我 们 得 到 


Ε1 


Ίν --Ῥι 


2 


D22 Di， ειδθ, Ἱκίς κ. 


任意 有 理 数 a π/πιε Q 也 有 类 似 的 分 解 ， 但 指数 ει 有 正 数 也 有 负数， 
我 们 指出 ， 全 体 素 数 的 集合 


P= {2,3,5,7,11,13,...} 


是 无 限 集 ( 欧 几 里 得 定理 ). 事实 上 ， 如 果 仅 有 有 限 个 素数 ， 设 为 Ρι»Ῥ21᾽᾿᾿ Ρε 那么 根 
据 基本 定理 , 整数 c = pip2a… pt 十 1 至 少 被 某 一 个 Pi 除 尽 . 不 失 一 般 性 , 设 ε--ρισ. 
则 pi(c 一 pz.…pe) = 1 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 单位 元 在 Z 中 的 因子 共有 土 1. Π 
基本 定理 的 证 明 将 延迟 至 第 5 章 给 出 .一 眼看 来 ， 定 理 似乎 是 显然 的 ， 以 至 不 
需要 证 明 . 但 事实 并 非 如 此 ， 尺 管 所 谈 问 题 仅 涉及 整数 乘法 的 性 质 (整除 性 ), 基本 定 
理 的 证 明 却 必须 同时 用 到 7, 中 的 科 法 和 加 法 运算 ， 
为 了 说 明定 理 的 非 平 凡 性 ， 考 察 Ν 中 的 子 集 


ο = {4k+ 1|lk = 0,1,2,...}. 


δ 关于 乘法 封闭 : 

(4ki -- 1)(4Κα -- 1) = 4ks+1. 
对 me 5 作 归 纳 不 难 证 明 分 解 的 存在 性 (类 似 于 基本 定理 的 第 一 部 分 ), 即 τι 可 以 
分 解 成 : n = qi1… gq:, 其 中 αἱ 不 能 用 5 中 的 元 素 做 进一步 分 解 . ΡΖ ΤΠΚ. 
5,9,13,17,21,49 都 是 这 种 拟 票 数 的 例子 


基本 定理 的 第 二 部 分 对 5 不 真 ， 例 如 数 441 ε 5 就 有 两 种 不 同 的 到 拟 素数 的 分 
解 : 441 = 9.49 = 212. 
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2. Z 中 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 ὑπ ΓΕ ΗΕ} ΒΕ (永远 认为 pi = 1), 
任意 两 个 整数 和 πι 都 可 以 写成 同一 组 两 两 不 等 的 素数 方 帘 的 乘积 : 
n = 士 PY1D82 pe, m= +ph!pp? .per. 
引入 两 个 整数 
ϱ.ο.ά(τ, Τι) = pl pa + pp, (1) 
l.c.m(n,m) = p11 p92 : - ‘pe, 
其 中 Yi -- min{Qi, Bi}, ὃς ” max{ oi, θε}, 一 1, 2, ΠΠ ᾿ς. 
因为 α[ι-»ά--1ρι':::ρχ᾽,0ξκα, oi ,所 以 从 (1) 式 可 得 下 述 论断 . 
1) σ.ο.ἀ(π, πι)]π, g.c.d(n,m)lm , 3 {35 din,dlm, 则 ἀ|ρ.ο.πι(τι, πι). 
1) π].ο.Ππι(Ώ. πι), mll.c.m(n.m), 3Η. nu, πι]ιι, YLe.m(n, πο) |. 
ΕΠ 1) ἯΙ ) 证 实 了 记号 g.c.d 和 1.c.m 分 别 是 整数 n,m 的 最 大 公 因 数 和 最 小 公 
倍数 ， 当 n > 0, m > 0 时 ， 它 们 满足 关系 


gE.c.dn,m) 1.c.m(n,m) = nm. (2) 
若 g.c.d(n,m) 三 1, 则 称 整 数 mm 为 Ἡ Φεβ. 这 时 (2) 式 具 有 形式 1.c.m(n,m) = 
nn 


3. Z 中 的 带 余 除法 ”给 定 a,5E 2Z,b > 0, 总 可 以 找到 αντ € Ζ, 使 得 
0 一 b+7r 0 所 7 所 bb 


(如 采 仅 仅 假 设 10, 那么 有 不 等 式 0 7 < | 加 ). 
证 明 事实 上 ， 集合 


S= {a—bsls EZ,a— bs2>0} 


显然 不 空 (例如 a 一 b(-a?) > 0). 于 是 5 包含 一 个 最 小 元 素 ， 记 作 7= a 一 bg . 根据 
条 件 ，r 20. 假如 7 5, 我们 得 到 元 票 7 一 b= a 一 b(g 十 1) €E 5 , 它 小 于 7. 这 一 
ἜΒΗ, τ 必须 小 于 5. ΓΙ 
上 述 简 单 的 论证 给 出 了 一 个 算法 , 可 以 通过 有 限 步 找到 商 数 ο 和 余数 ", 忆 中 的 
带 余 除法 可 以 用 来 给 出 g.c.d 的 另 一 种 定义 ， 如 果 注 意 到 关系 式 (2), 还 有 1.c.m 的 另 
一 种 定义 . 
作法 如 下 ， 给 定 不 全 为 零 的 整数 n 和 γι, 令 


= {nut+mvlu,v ΕΖ) (3) 


选 出 J 中 的 最 小 正 数 dg = πιο 十 mvo. 运用 带 余 除 法 将 n 写作 n= dg+7r,0<&r<d. 
我 们 有 


eile— Ὦ -- da 一 名 一 (nuo 十 mvo)g 一 π(1 一 Ἠρη) 十 m(—vog) Ε ο, 


.48 Ἔα 代数 的 起 源 


从 站 的 选取 得 到 >=0 . 因而 dl” . 类 似 地 ，dlm . 现在 假设 d' 是 数 n ἯΙ πι 的 任意 
一 个 公 因子 . 这 时 


d'In,d lm = dinvo,d lmvo 一 过 (nauo + mvo) -» ἆ ἀ. 


这 样 d 具备 最 大 公 因 数 的 一 切 性 质 ， 所 以 d = g.c.d(n,m) . 我 们 证 明了 下 述 论断 . 
命题 ”两 个 不 全 为 零 的 整数 的 最 大 公 因 数 总 可 以 写成 下 述 形 式 : 


g.c.d(n,m) = για ἠ-τηυ, μυς (4) 
特别 地 ， 整 数 n,m 互 素 ， 当 且 仅 当 和 存在 茶 对 w,v EZ, 使 得 
nut+myv=1. (4) 


证 明 我 们 已 经 验证 过 ， 互 素 的 整数 n,m 满足 关系 式 (4). 反之 ， 如 果 n,m 满 
足 (4), Τὴ 


dlm,dlm = dinu, dim»v = dl(nu ἠ- mv) = dll = ἆ-- ΕΙ. 口 


关系 式 (4) 和 (4) 的 证 明 是 非常 有 用 的 . 只 需 从 集合 jy 中 取出 任意 一 个 正 数 ( 见 
(3) 式 ), 然后 借助 带 余 除法 找到 J 中越 来 越 小 的 正 数 ， 直 到 得 出 最 小 的 正 数 ， 这 就 
是 最 大 公 因 数 . 

.» 题 

1. 每 一 个 不 等 于 2 的 素数 都 可 以 写成 4 十 1 或 4k 一 1 的 形式 .运用 在 第 1 段 给 出 的 集合 
S 的 乘法 证 明 ， 形 如 4k 一 1 的 素数 有 无 穷 多 个 . 

2. 下 述 论 断 是 非 平凡 的 . 

α n,m EZ, g.cd(n,m) -- 1, 如果 p 是 整除 τ’ πι 的 一 个 素数 ， 则 了 了 = 4Κ -- Ι. 

试用 该 论断 证 明 存 在 无 穷 多 个 形 如 4Κ 1-1 ἐθ ΚΚ. 

3. 如 果 自 然 数 兄 恰 可 被 了 个 不 同 的 素数 D1,-… ,pr 整除 ， 则 小 于 n 且 与 nn 至 素 的 整数 


的 个 数 
1 


1 
?WD =n ο) ασ) 
函数 9p :NN 一 N 叫 作 欧 拉 蚁 数 . 
证 明 公 式 当 nn 二 25 时 ， 以 及 当 n 二 p” 时 成 立 . 
4. 运用 二 项 式 定 理 ， 对 nn 作 归 纳 证 明 , 落 Dp 有 是 素数 ， 则 n? -πᾶπΈ σπς 7 τν ρ 
整除 . 


在 第 一 章 59 中 介绍 的 长 方 矩阵 是 如 此 稼 见 ， 以 至 于 随 者 时 间 的 推移 产生 了 数 
学 的 一 个 独立 的 分 支 一 一 矩阵 论 . 矩阵 论 是 在 19 世纪 中 叶 建立 起 来 的 , 稍 后 与 线性 
代数 的 发 展 同步 ， 逐 渐 得 到 了 完善 和 精确 ， 到 目前 为 止 ， 矩阵 论 仍然 是 重要 的 研究 
工具 ， 既 适合 于 实际 应 用 ， 叉 适合 于 现代 数学 的 抽象 结构 ， 我 们 将 在 本 章 给 出 矩阵 
论 最 简要 的 结果 . 

矩阵 是 向 量 空间 的 线性 映射 的 自然 伴侣 ， 在 线性 代数 与 几何 教程 中 [BA I], 我 
们 将 赋予 这 一 论断 精确 的 售 义 ， 在 本 章 中 ， 空 间 ， 回 量 ， 线 性 相关 性 ， 方 程 组 的 秩 
等 概念 将 从 纯 代 数 的 方面 展开 ， 以 满足 我 们 直接 目标 的 需要 


δι ” 行 和 列 的 向 量 空间 


1. 问题 的 提出 ”由 于 线性 方程 组 , 我们 研究 了 含义 各 不 相间 的 长 为 n 的 行 . 它 
们 是 Τη, κ Τὶ 1Η ΡΕ Α- (α;;) 的 行 (ail ,ai2， τσ; , Qin ) «-υς τι, 以 及 系数 窍 阵 为 A 的 线 
性 方程 组 的 解 ( z1,7X2,… ,zn). 在 第 1 章 83, 把 一 个 线性 方程 组 或 矩阵 化 为 阶梯 形 
时 , 除 (Ὁ 型 初等 变换 外 运用 了 两 种 重要 的 运算 : 将 一 行 乘 以 一 个 常数 并 加 到 另 一 行 
上 . 对 于 齐 次 线性 方程 组 的 解 也 可 以 施行 这 两 种 运算 . 事实 上 , 如 果 (σι, 722,:… σαν) 
和 (z1, x2,… ,zn ) 是 线性 方程 组 


0i171 十 0i272 十 十 Qin2pn 一 0， 一 12 
的 两 个 解 ， α,β 是 任意 两 个 实数 ， 则 行 


(αα! + BT ,ars + βαϑ,::- , αχ’, -- βα7) 
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也 是 我 们 的 方程 组 的 解 : 


απ(ίασι + βα}) + αρ(απο + βαο) 十 .十 ain(acy + βαση) 


-- / / / | | ΗΝ. 
= α(αϊτα! -- αἰχ29 十 … 十 ainZn) 十 Daitzi 十 ai272 十 十 ainZm) -- Ὁ 


另 一 方面 ， 任 意 的 行 ， 无 论 它 代表 什么 ， 都 是 一 般 集 合 RR* 中 的 一 个 元 素 ， 其 
中 及" 是 实数 集 民 的 n ΥΕ). 所 以 我 们 希望 去 研究 这 种 一 般 的 对 象 ， 然 后 将 
其 性 质 自 然 地 运用 到 和 害 阵 和 齐 次 线性 方程 组 的 解 上 . 

2. 基本 定义 ” 设 n 是 一 个 固定 的 自然 数 . κ 上 长 为 n 的 行 向 量 空 间 183 
合 有 R"( 其 元 素 称 为 行 向 量 或 简称 向 量 ), 连同 向 量 的 加 法 运算 以 及 纯 量 (实数 ) 与 
向 量 的 乘法 运算 . 纯 量 用 小 写 拉 丁字 母 或 希腊 字母 表示 ， 而 向 量 像 算 阵 一 样 用 大 写 
拉丁 字母 表示 . 事实 上 ， 向 量 Χ- (zw1, 22,…… ,ZTn) 可 以 看 成 一 个 1 x n ΒΕ. 1; 
Y = (1;,y2,… ;Yn) 也 是 一 个 向 量 ， 入 是 纯 量 .根据 定义 


入 十 Y 一 63] Ἔτιι 20 τοι." , Tn 十 Yn), 
λΧ --(λσι,λσαᾳ,::: , λαη). 


零 向 量 ( 0,0,… ,0 ) 今后 用 一 般 的 符号 0 表示 .此 外 Κ' 显然 与 及 恒 同 . 

”读者 熟知 的 实数 的 运算 法 则 无 条 件 地 适用 于 ΒΕ". 尽管 列举 它们 是 枯燥 的 ,但 给 
出 它们 的 精确 定义 ， 有 助 于 理解 相依 的 向 量 空间 , 我 们 将 在 后 面 的 线性 代数 和 几何 
课程 中 学 习 这 种 向 量 空 间 . 

δι XT+TY=Y+X 对 任意 向 量 ΧΥ εκ” 成 立 (交换 律 ); 

VS :，(X+Y)+2Z=X+(Y+2) 对 任意 三 个 向 量 X,Y,2Z eRR" 成 立 (结合 
律 ); 

VSs : 存在 一 个 特别 的 ( 零 ) 向 量 0, {| ΧΟΞ ΧΧΜΗΠΗ ΧΕΚ' 成 立 ; 

VS4 ; 每 个 向 量 ΧΕΚ' 对 应 一 个 负 向 量 -Χ, 使 得 Χ-(-Χ)-0 

VSs: 1X = 二 针对 所 有 的 站 € 有 R" 成 立 ; 

VSe : (αβ)Χ --α(βΧ) 对 所 有 的 α,βΕΚ ΧΕ νι 

VS7: (α--β)Χςξαχ --βὰΧ: 

δα: α(Χχ ΕΥ) αλ αγ. 

在 VSs 和 VS4 中 向 量 0 及 -X 的 唯一 性 是 所 列 法 则 的 简单 推论 (如 果 考 虑 抽 
象 的 向 量 空间 则 是 公理 ), 我 们 不 做 推导 ， 而 将 它们 看 作 明显 的 事实 . 

术语 “向 量 ” (或 线性 ) 空间 的 起 源 在 第 一 学 期 的 解析 几何 课程 中 已 有 说 明 , 在 那 
里 建立 了 管 卡 儿 平面 的 点 (向 量 ) 与 它们 的 坐标 ( xz,y ) 之 间 的 一 一 对 应 ， 由 平行 四 
边 形 法 则 给 出 的 向 量 的 加 法 和 用 数 去 乘 向 量 恰好 对 应 于 R? 中 阿 量 的 运算 . 


δι 行 和 列 的 向 量 空间 .51 . 


除了 长 为 n 的 行 向 量 空间 外 ， 也 可 以 考虑 高 为 ”的 列 向 基 组 成 的 癌 量 空间 
一 [Z1; 22, , Tnl, 


列 向 量 表示 成 我 们 在 第 1 章 $3 中 约定 的 样子 ， 显 然 ， 行 空间 和 列 空 间 之 间 的 区 别 纯 属 
约定 ， 但 我 们 很 快 就 会 看 到 ， 给 出 空间 的 这 两 种 形式 是 有 益处 的 .一 般 来 说 ， 我 们 从 上 
下 文 就 可 以 判断 考虑 的 是 行 空间 还 是 列 空间 ， 所 以 不 引进 任何 特别 的 记号 来 加 以 区 分 . 

3. 线性 组 合 . 线性 包 1 Χι,Χ»,:.', Χκ 是 阿 量 空间 ΒΕ" ΠΗ Π|ΒΚ, αι,α,,:--, 
ας 是 纯 量 .向量 Χ--αιΧι 十 Q2Xo 十 … 十 axXk 叫 作 向 量 Χ, 的 带 有 系数 αι 的 线 
性 组 合 . 例如 ， 

(2,3,5,5) — 3(1,1,1,1)+ 2(1,0,—1,—1)= (1,0,0,0). 

其 次 设 Y = Bi1X1i 十 B62Xz 十 … 十 BkXk 是 同样 的 癌 量 X; 带 有 系数 Bi 的 线性 组 
Έ, ΙΠπα,βε. πὶ 


αχ 十 BY --α(αιΧι 十 ao2Xo 十 … }-ακΧκ) 
-β(θιΧι + BoX2 :+ βκΧκ) 
= (ααι  β0βι).Χι 十 (aas + ββϱ) Χα 
十 十 (aak + POE)XE 


也 是 向 量 zi 的 线性 组 合 ， 其 系数 为 aai Γββι. 于 征 我 们 看 到 ， 由 给 定向 量 组 Χι, 
X2 ,XU 的 所 有 线性 组 合 构成 的 集会 V 具有 性 质 


ΧΥ ΕΥΞΦαΧ--ΡθΥ εν (1) 


对 所 有 的 α,βε κ Αα. 特别 地 ， 零 癌 量 永远 包含 在 V 中 . 

V 通常 用 符号 (名,X2,… ,Xk) 表示 ， 并 称 之 为 问 量 组 Χι, Χαντ. ,Xk 的 线性 
包 ( 或 简称 包 ). 通常 称 包 (Χι, Χα, … ,Xk) 是 在 X1, 久 2,… ,Xk 上 张 成 的 , 或 称 由 癌 
量 Χι, Xo,… ,Xk 生成 的 . 

可 以 定义 任意 子 集 5S C κ. 的 线性 包 (5),{5) 是 5 中 的 任意 有 限 个 向 量 的 任意 
线性 组 合 构成 的 集合 ， 显然， 如 果 Y 是 κ. 中 的 一 个 线性 包 ， 则 (νὴ --ν:ν' 当中 
向 量 的 任意 线性 组 合 仍 属 于 Υ 特别 地 ，5 CY 全 (5) CT 也 就 是 说 线性 包 (5) 可 
以 定义 成 R* ΠΕΙ ο 的 任意 问 量 的 集合 的 线性 包 的 交 : 

Ξ(]ν (2) 
SCV 

初 看 起 来 结论 并 不 明显 ， 需 要 验证 (2) 式 右 边线 性 包 的 交集 还 是 一 个 线性 包 ， 

事实 上 如 果 X,Y e NV 那么 对 于 这 个 集合 中 的 每 一 个 V, X,Y εν. 这 就 意味 着 
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aX 术 BY eV 对 所 有 的 α,βε 恨 成 立 从 而 给 出 了 所 需 的 包含 关系 αχ +BY e NV. 
与 交 不 同 ， 两 个 线性 包 U 和 的 并 U UV 一 般 来 说 不 是 一 个 线性 包 ， 例 如 在 τῷ 
ή, Ὁ --{(λ,0)λ}λεΕ],Υ = {(0,λ)Ι}ΕΝ}. 


/ Um = 人 AD Xm 0 ,0) Mi € R} C Κ', 
Vm --{(0,::'»0ν Mm+ti το. 1 λπλ] λε ΕΕ} ς ΚΠ 


ος 82. 在 空间 Κ' 中 考察 单位 行 向 量 


Ey -- (1, 0, :.., 0), Ec = (0; 1, 0), -:-, En) --(0, 0, :--, 1. (8) 
每 一 个 向 量 X = (αι, 21, ::'; σπ) 可 唯一 地 表示 成 Χ--σιΕαγ!-22Ε[γ1-': Γη Bn,). 
所 以 
Κύων Bo), , En) 
单位 烈 向 量 将 记 作 
ΕΙ) = [1, 0, -.-, ο). Ε΄) -[0,1, ---, 0]. ---. Ε΄) 一 0, 0, :::. 1]. (9/) 


4. 线性 相关 性 ”空间 Κ' 的 向 量 组 Χι, :':, Χκ 称 为 线性 相关 的 , 如 果 可 以 找 
到 大 个 不 全 为 零 的 数 αι, :::., αν ,使 得 


αι Χι 十 Q2 有 2 十 … :十 GQKAK 一 (4) 
(右边 是 零 向 量 )， 并 称 线性 式 (4) 为 非 平 凡 的 . 如 果 αιΧι + Qa2X2 十:… 十 QkXk 一 
0 二 Qi 二 Q2 二-… 二 Qk = 二 0, 则 向 量 Χι, Χ2, --:, Χκ 叫 作 线性 无 关 的 . 


第 3 段 例 2 表明 ， 单 位 向 量 E()，E(2)，…… ，E(n) 是 线性 无 关 的 .一 个 向 量 
X 关 0 显然 总 是 线性 无 关 的 ， 因 为 (AX =0, ἅσπθ)λ-θ. Ἐν, Χι, --:, ἂν 
是 线性 无 关 的 这 一 性 质 与 向 量 的 顺序 无 关 ， 因 为 (4) 式 中 的 项 aiX 可 以 用 任意 上 顺 
序 排列 . 

定理 1 下 述 论断 成 立 : 

1) 如 果 向 量 组 {Χι, -::, Χι) 的 某 一 个 部 分 组 是 线性 相关 的 ， 则 向 量 组 本 身 也 
是 线性 相关 的 . 

ii) 线性 无 关 的 向 量 组 {X1，.… ,Xk} 的 任意 部 分 组 都 是 线性 无 关 的 . 

11) 在 线性 相关 的 向 量 久 1，:… ,Xk 中间， 至 少 有 一 个 向 量 是 其 余 向 量 的 线性 
组 合 ， 

iv) 如 果 向 量 Χι, ---, Χι 中 间 有 一 个 向 量 是 其 余 向 量 的 线性 组 会 ， 则 向 量 
Xi ---ν Χκ 是 线性 相关 的 ， 


δι 行 和 列 的 向 量 室 间 -53 . 


ν) 如 有 果 向 量 Χι, -.., Χκ 线性 无 关 ， 而 Xi Χε, Χ 线性 相关 ， 则 关 有 不 向 
Σ Αι, Xk 的 线性 组 会 ， 


Vi) 如 采 向 量 Χι, ::, ΧΜΛ, ἐΠ, πρ Χκιι 不 能 表示 成 它们 的 线性 
组 合 ， 则 向 量 组 {Χι, --:, Χκ, Χκει} κ ΔΗΛ, ὃς ἐπ. 


证 明 1) 设 前 6 个 向 量 Χι, … , Χε, s< 5 是 线性 相关 的 ， 即 存在 不 全 为 零 的 
αι, 使 得 


αιΧι Ἔ-': ας ἄν -- 0. 
令 qst1 ο ο ος ον 
| αι Χι "Ως Κε Ωρ Χορ Γι". ΠακΧκ--0. 
论断 1) 从 立即 得 出 (用 肥 证 法 ). 
ii) 不 失 一 般 性 ， 设 在 关系 式 (4) 中 αἱ 70. ΤΙ 


了 二 一 二 一 
ΟΚ Ck 
ἵν) 设 Χι 一 βιΧι 十 …， Ἔβκ-ιἈμκ..1. 8 αι 二 βι, στ ακ- 1 二 βκ-.1, ας 一 一 ] ; 
得 到 关系 式 (4), 且 系 数 ak 70. 
ν) 如 果 有 非 平 凡 的 关系 式 


βιΧι1-----βεΧκ!-ΡΧ-ο 


[ΕΗ 0-0, Π Χ ΕΞ: Χι, ελ «Χα 的 线性 组 合 . 存 8=0, 则 由 入 1， ΠΣ Xx 线性 无 


关 的 条 件 ， 知 βι = … = Br = 0 ,与 关系 式 的 非 平 几 性 矛盾 . 
论断 νὶ) 由 ν) 了 立即 得 出 ， “OO 
5. 基 . 维 数 ”我 们 现在 给 出 一 个 重要 的 
定义 设 V 是 区 * 中 的 一 个 非 震 线性 所， 向 量 组 XI ，Xr ET 称 为 了 的 


基 , 如 果 它 们 是 线性 无 关 的 ， 且 它们 生成 的 线性 包 与 了 重合 : 
(Χι, Χκ) -- Υ. 


从 基 和 和 问 量 组 的 线性 包 的 定义 推出 ， 每 一 个 向 量 Χ Y 都 可 以 唯一 地 写成 
Χ-αιΧι---:.!-ακΧκ 的 形式 . 系数 at, ---, αἱ ΕἘ 叫 作 X 相对 于 基 Χι,..., ἂν 
的 坐标 . 

正如 我 们 已 经 看 到 的 , 线性 无 天 的 单位 阿 量 (3) 生成 R”. Τὰ, {Βα}, Εθν … ， 
En)} 成 为 向 量 空间 ΤΚ" 的 基 ， 称 之 为 标准 基 . 但 它 不 是 R” 中 唯一 的 基 ， 例 如 


Εω = Py, Εϱ Έτ be), Εω = Έα)  Β0) ΕΏγ ''' 


Ε(ω 一 Ea) 十 Ε() 十 … 十 Επ) 
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也 是 空间 Κ"' 的 基 (仔细 验证 ). 另 一 方面 ， 直 到 现在 尚未 明确 ， 是 否 Κ" 中 的 每 一 个 
线性 包 都 有 一 组 基 ， 如 果 有 ， 基 向 量 的 个 数 是 否 不 变 、 这 两 个 问题 的 回答 都 是 肯定 
的 ， 我们 的 论证 基于 下 述 引 理 . 

5| 理 设 太 是 开 "” 中 的 一 个 以 Χι, :::, Χ, 为 基 的 线性 所 .而 ΥἹ, ΥΣ, -.., Υἱ 
是 Y 中 一 个 线性 无 关 的 向 量 组 ， 则 s 忒 7. 

证 明 就 像 V 中 所 有 的 向 量 一 样 ， 页, … ,YY 是 基 向 量 的 线性 组 合 ， 设 


Yi -- αιι Ἆι -- αοι.Χο -::' "-Ωγι γε, 
Ya2 一 αιοΧι 十 Q22 和 2 十 …… - Ωγο.Χγ, 


Ys 三 Qls 么 1 十 αλε Χο 十 … 十 Qrs 人 入 7， 


其 中 ας 是 纯 量 (是 唯一 确定 的 向 量 Υ, 的 坐标 ， 但 后 一 点 目前 对 我 们 并 不 重要 ) 
用 反 证 法 . 假设 s > ”. 写 出 Υ; 的 以 α; 为 系数 的 线性 组 合 : 


T1Y1+ + TsYs = (αι1σι 十 al272 十 .十 Qls7s)XI ἠ---. 
十 (ar121 十 Gr2z2 十 *… 十 arsTs) Xr, 


并 考察 含有 7 个 方程 ，s 个 未 知 数 的 线性 方程 组 


ΩαιιΖι 十 Ωι12 22 十 … 十 Ulsws 一 0. 


α 和 


Qr171 十 Qr272 十 … -- ἀγοῦζα Ξ 0. 


因为 假设 s > τ, 根据 第 1 ΒΕ 83 推论 2, 我 们 的 方程 组 有 非 零 解 (z?，:… , zs) . 我 们 
得 到 了 一 个 非 平 几 的 线性 关系 


αὐ ΥἹ Ολο ο. ο = 0, 


与 引 理 的 条 件 牙 盾 . 这 就 意味 看 ες. 口 

定理 2 R" 中 的 每 一 个 非 零 线性 包 V CR" 都 有 一 组 有 限 基 . 线性 纪 VV 的 所 有 
的 基 都 含有 相同 个 数 的 向 量 . 这 个 个 数 7 芝 n, 称 7 为 线性 包 V 的 维 数 , 记 作 dimR V 
或 篇 记 作 dimV. 

证 明 根据 条 件 ，V 包含 有 至 少 一 个 非 零 向 量 Xi( 行 或 列 ). 设 我 们 已 在 Y 中 
找到 了 一 个 线性 无 关 的 向 量 组 {Χι, ---, Χε]. “ΠΘΚΉΓΕΙ (XX1，:… ，X%) 不 等 于 
ν, 那么 我 们 在 V 中 选 出 一 个 向 量 Xk+i 4 (X11，:… ，Xk)， 换言之 ， Xk+1 不 是 
Χι, ., Χκ 的 线性 组 合 、 根据 定理 1, νὶ), 癌 量 组 {Χι, :', Χκ, Χκει} 是 线性 无 关 
的 . 这 一 扩充 线性 无 关 向 量 组 的 过 程 可 以 无 限制 地 继续 下 去 ， 但 是 所 有 的 问 量 都 在 
Rn --(Εω, Εω, τν Ε(ω) 中 ， 而 引 理 证 明了 ，R" 中 任意 的 线性 无 关 组 最 多 包 合 
Β π ΗΕ. 因而 对 于 某 个 目 然 数 τς η, 线性 无 关 组 Χι, -::, Xk, :… ,Xr εν 
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成 为 极 大 的 , 即 任 取 Y 中 的 癌 量 Χ 0, 回 量 组 {Χι, -::, Χ., Χ} 是 线性 相关 的 . 
由 定理 1,v), 有 Χεί(Χι, ::, Χι). ΕΤ} ν --(Χι, :.:, Χι), 而 向 量 XI ,Xr 
构成 V 的 一 组 基 . | 

现在 设 Υι, -.:, Ἡ 也 是 了 的 一 组 基 . 根据 引 理 ， 我 们 有 不 等 式 s < τ. 交换 
X1，… ， Χ, 5 ΥἹ, τν σε 的 位 置 ， 再 一 次 由 引 理 得 到 不 等 式 7 < s . 因此 s 二 7， 
定理 得 证 . Γ 

ΑΕΛ ΚΑΕ, ἹΣΙΠΗΘΕΒΗΙ, ΓΩΡΤΒΗΠΠΥΕΕΚΧΕΕ ΓΊΤΘΞΙΗΙ, Ας ΓΙ 
25 [3]. 

这 样 ， 及 ”中 的 每 一 个 非 零 线性 包 ν 都 具有 一 个 正 整 数 r «τ, 称 之 为 维 数 
r 二 dim V . 特别 地 ἀῑπι ΕΤ -- πι. 回 量 空间 的 这 一 重要 参数 也 可 以 用 其 他 的 方法 进 
行 刻 画 . 维 数 男 一 种 可 能 的 定义 基于 向 量 组 秩 的 概念 ， 即 如 果 {Χι, Χο, 是正 " 
中 的 一 个 向 量 组 (可 能 是 无 限 的 ), 则 如 我 们 所 知道 的 ， 线 性 包 (x1,:…) 的 维 数 不 超 
过 τι. 这 一 维 数 叫 作 向 量 组 {X1，X2,…} 的 秩 : | 


ταΏκ{ δι, Χχ, 上 三 ἀῑπιίΧι, Χ., ΠΣ 
当 V= {0} 时， 显然 可 以 认为 dim Υ = 0. 
可 题 
1.9 设 届 和 了 是 了 "中 的 两 个 线性 包 ， 线 性 包 (ιν) 叫 作 U 与 Y 的 和 : 
υ εν --(υι!ν)--{υ!-υἱεζ, υενὶ 
4 UnTY=0, 则 称 也 十 Y 为 直 和 , θε τον. 
ἄν --νιθνι, ΒΕ Χ--Χι--Χ;--ΧΙ Χ} 是 向 量 久 EV 的 两 种 线性 组 合 ， 此 处 


Χι, Χι ε νι, Χ., Χο ε νυ, ΝΒ Χι- Χ!--Χ) 一 XX2€ ViNW ,因为 VINMWV2= 二 0, 所 以 
Χι-Χ’, Xa = Xs. 

证 明 弟 命题 : 如 果 对 于 每 一 个 向 量 关 EV ,写法 ΧΞ Χι-- Χο 都 是 叭 一 的 ， 此 处 Χιε VW， 
则 和 式 到 三 网 十 到 是 直 和 ， 更 一 般 地 ， 如 有 林 网 次 是 下” 中 的 线性 包 ， 并 且 对 于 每 一 个 
向 量 针 EV, 表 法 着 二 Xi 十:… 十 Xk 都 是 唯一 的 ， 此 处 Χιε νι, Πεν --νιϑ:.:ΘΨα ἃ 
ἘΠ. 

2. 设 V, νι 和 V2 都 是 腿 ” 中 的 线性 包 , ΤΗ γς Νι--να. ΦΑΥΞΥΩΤΙ ΕΥ ΩΥΟ κκ 
远 成 立 吗 ? 在 VV CV 的 特殊 情况 下 ， 这 一 关系 式 成 立 吗 ? 

3. 设 VV 是 菇 ”中 的 一 个 线性 所 ,如果 六 二 UO@W 是 一 个 直 和 分 解 νε ἂν φ 
的 一 个 补 . 而 UU 器 作 W 在 V 中 的 一 个 补 .U 在 V 中 的 补 是 唯一 确定 的 吗 ? 试 比较 W 与 集合 
论 概念 下 的 补 集 VN\U (ἤ, 85 8 1). 

4. πες Χι--ι, 2, 3), Χο 二 (3, 2, 1) 是 线性 无 关 的 ， 考 察 线性 所 VV  «Χι, Χο): 
证 明 向 量 Χ-(-5,2, 9) 属于 V, 并 计算 多 在 基 XI1，Xa 下 的 系数 ; 求 V ΚΚ’ 中 的 任意 一 
个 补 . 


@ 原 著 中 设 U 和 V 是 两 个 子 空间 ， 但 此 处 子 空间 的 定义 尚未 给 出 。 一 一 译 者 注 . 
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5. 证 明 ， 及 ”中 的 向 量 组 Χι, ---, Χι 张 成 下", 当 且 仅 当 它们 是 线性 无 关 的 . 
6. 设 V κ" 的 一 个 线性 包 ， 证 明 V 中 任意 线性 无 关 的 向 量 Χι, :, Xk 可 以 扩充 成 V 
的 一 组 基 . 


7. 设 U 和 V κ Κ' 中 的 线性 所， 证 明 车 UnY =0, 则 dim( 十 V) = dimU -- ἀῑταν. 
8. 计算 向 量 组 (0，1,，1)，(1,，0, 1), (1, 1, 0) 的 牧 . 


82 ”矩阵 的 秩 
1. 方程 组 的 回顾 ”在 高 为 m 的 列 向 量 空间 Rm 中 ， 考 察 n 个 向 时 
ΑΌ) -- [αι ;. 421) 3} απιῤ], 1 1, 2, σσ. Τὸν 


以 及 它们 的 线性 包 ν --(ΑὩΦ, ΑΘ),..., Απ). 假设 再 给 出 一 个 向 量 Β, [ἢ Β 13 
在 线性 包 V ς ΚΙ 中 ， 如 果 在 ， 它 的 坐标 六 ，… ,bm( 在 81(3' ) 的 标准 基 下 ) 1818 
样 通过 40) 的 坐标 表示 出 来 的 . ἡ dimV = n 时 ,问题 的 第 二 部 分 相当 于 确定 四 量 
B 在 基 4, .… ,A 之 下 的 坐标 . 为 此 ， 我 们 取 A 以 未 知 数 zj 为 系数 的 线性 
组 合 ， 并 构造 方程 zi40 + …:+zn4t -- Β. 该 方程 的 直观 形式 为 


αιι 119 ln bi 
αοι Q22 Q2m bo 

τι ΝΟ, 一 (1) 
αγπι1 Crn2 Cmn bm 


方程 的 另 一 种 写法 是 含有 πι 个 方程 ，m 个 未 知 数 的 线性 方程 组 


α1121 1- α1223 十 … :十 QinZn 一 01， 
Q21T1 29929 十 … Ω9ῃ2ῃ 一 52， 


(2) 


ὃ ὃ Ὁ 3 υ υ υυ ου 


这 就 是 我 们 最 初 在 第 1 ΞΕ 53 中 遇 到 过 的 方程 组 ， 在 那里 我 们 引入 了 线性 方程 组 (2) 
的 系数 矩阵 ”和 增 广 和 矩阵 . 


αιι U12 Ω1τι 
Q21 QWQ22 (12γι 
Α -- 
Wm!l (ἔγγι2 mn 


@ 原 书 为 “矩阵 ', 此 处 按 惯例 译作 “系数 算 降 ' .一 - 译 者 注 , 
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Qi11 QQ12 αιπ bi 
Q21 Q22 ά''' Q2n Ρο 

(ΑΙΒ) νιν | (9) 
Gml Um2 ΙΙΙ -πιν bm 


乍 一 看 来 ， 我 们 又 回 到 了 出 发 点 ， 浪 费 了 时 间 而 什么 都 没 得 到 . 但 事实 上 ， 我 们 现 
在 得 到 了 一 系列 重要 的 概念 . 余下 的 事情 是 学 会 使 用 它们 . 
先 来 约定 一 些 符号 . 我 们 通常 将 和 sl1 十 sz? 十 …:+sn 简写 成 Σ si . 此 处 si，. 


是 满足 数 或 癌 量 的 加 法 法 则 的 任意 量 ( 数 ， 行 问 量 等 等 ). 法 则 
>- 一 Ds ， 5 (si 1- ἐς) = ΣΣ 
;一 1 


1--ἱ 1Ξ-] 


. . Sn 


是 不 证 日 明 的 . 
我 们 也 要 考虑 下 述 双重 和 


求 和 的 顺序 (按照 第 一 或 第 二 个 脚 标 ) 可 以 根据 上 自己 的 希望 选择 . 易 见 ， 如 采 将 αἰ; 
排 成 m xm 阶 的 长 方 阵 ， 那 么 矩阵 元 素 的 求 和 既 可 以 投行 进行 ， 也 可 以 按 列 进行 ， 

其 他 可 能 的 求 和 类 型 将 在 需要 时 介绍 . 

2. 矩阵 的 秩 。” 上 节 引 入 的 线性 包 ν = ΑΟ, Αὥ),..., Απ} 叫 作 πι xm 阶 长 
方 阵 Α ( 见 公 式 (3)) 的 列 空间 . 将 了 记 作 γι(Α) 或 简 记 作 νε (其 中 c 表示 人 列 ). 维 
数 rc(4) = dim Ve ΠΗ{ΕΊΕ ΡΕ 4 的 列 秩 . 类 似 地 可 定义 矩阵 4 的 行 秩 :m(4) = dim νι, 
此 处 ν; -- (ΑΩ, 4c2)，… ln) 是 矩阵 4 的 行 空间 , 即 由 Κ' 中 的 行 向 量 Αρ = 
(αιι, Qi2, ''; 1 1, 2, «: πι, 生成 的 线性 包 (其 中 τ 表示 行 ). 换言之 

rc(A) = rank{ AWD, A2), ..., Αἴ)γ. 

τ.(Α) = rank{ A ;Aco , Acm)} 
分 别 为 行 向 量 组 和 列 向 量 组 的 秩 ， 根据 $1 定理 2, 数值 re(4) 和 τι(Α) 的 定义 是 合 
理 的 . 

按照 第 1 ΞΕ 53 的 术语 ， 称 矩阵 Α’ 是 由 矩阵 4 经 过 工 型 初等 变换 得 到 的 ， 如 采 
有 某 对 脚 标 «κι, 使 得 4(。 = Αι, 40 = 4。 ,但 对 任意 脚 标 i 5, ἐ, Ati = Αἱ; 
ΚΑΕ ΜΕ Α’ 是 由 和 矩阵 4 经 过 II 型 初等 变换 得 到 的 ， 如果 有 某 对 脚 标 s εἰ, 使 得 任 取 
脚 标 ; 关 s Αἰ. = h(i) Π 和 = Αι ΓλΑω, ΣΕ λε κ. 注意 到 初等 变换 是 在 4 
的 行 上 进行 的 . 

我 们 指出 ， 两 类 初等 变换 都 是 可 逆 的 ， 也 就 是 说 ， 从 4 得 到 的 矩阵 4' 可 以 借 
助 于 初等 变换 重新 变 回 到 4 , 并且 所 用 的 初等 变换 是 同型 的 . 
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5| 理 ΤΠ ΊΕΗΕ Α' 是 由 长 方 阵 4 经 过 有 限 多 次 初等 行 变换 得 到 的 ， 则 有 等 式 
1) ττ( Α΄) -- τι(Α); 

1) Τε(Α’) = το(Α). 

证 明 只 要 考虑 Α’ 是 由 4 经 过 一 次 初等 行 变换 得 到 的 情况 就 足够 了 . 

i) 因为 


人 Do) 三 40 ,A 4 Αγηγ), 
所 以 工 型 初等 变换 不 改变 τι(Α). 另 一 方面 ， 
4( Α: ΓλΑ -» Αρ = Ας — λΑω, 


从 而 
(Αρ), Ας) 十 AQ .. Αη, ΠΣ Altm)) 
-- 40), Αα: ΠΠ ΑΏ; Αρ)» 
这 样 荆 型 初等 变换 也 不 改变 τι (Α). 
ii) 设 4A?),1 < j < n ,是 矩阵 Α' 的 列 ， 我 们 来 证 明 


>》 λα) 09 > NA --0. (4) 
1-51 1-1 


为 此 ,考察 A 和 Α’ 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 HLS 和 HLS' , 它们 用 (1) 的 形式 给 
出 (常数 项 取 零 ): 


HLS : Σα) Α9) 一 0 ΗΓΘ': » 214G) 一 0. 
j=1 j=1 

矩阵 4 与 4' 的 关系 使 得 HLS' 是 由 HLS 经 过 工 型 或 I 型 初等 变换 得 到 的 .根据 第 
1 章 83 定理 1 HLS 与 HLS’ 等 价 ， 即 一 个 方程 组 的 所 有 的 解 (和 1，X2, :… ，》Xn) 也 是 
男 一 个 的 解 ， 这 样 ， 缠 含 关 系 (4) 成 立 . 

综 上 所 述 ， 一 个 起 阵 的 列 癌 量 的 极 大 线性 无 关 组 的 问 量 个 数 与 ΤΕ ΚΕ7}| [5] 
ΗΒ} ΤὨΚΛΗΆΙ, αχ ΓΑ τε(Α’) = τε(«Α). . 

25 ΠΗ 24Η ΤΡ ΒΙΤ. 

定理 1 对 于 任意 m xn 阶 长 方 阵 4, 等 式 τι(Α) = τι(Α) 成 立 (这 个 数 叫 作 扰 
阵 4 的 秩 ， 记 作 rankA). 

证 明 根据 第 1 τὰ 83 定理 2, 经 过 有 限 次 初等 行 变换 ， 和 窍 阵 Απ 可 以 化 成 阶梯 形 
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Q11 Q1k αιἱ αις Ω1η 

0 Gok ἄοι 195 Q2n 

0 0 aal a3s ἄδῃ 
ο. (5) 

0 0 0 ἄν Qrn 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 


其 中 ἄιι οκ" Q3L ' "Urs 9 ) 根据 引 理 
rc(4) = rc(A), rr(A) = ri(A), 


我 们 只 需 证 明 等 式 re(4) = rm(4) 就 足够 了 . 
在 矩阵 4 与 4 中 脚 标 为 1 Κ, 1, ::., 6 的 列 叫 作 列 向 量 基 . 它们 对 应 于 线性 方 


程 组 (2) 的 主 未 知 数 Tl κι Ον ”1 τα. 列 疝 量 基 这 一 术语 是 很 有 道理 的 . [56 {Ἀπ 
阵 (5) 的 第 1, κ, |. τὴ; ,3 个 列 向 量 


4 = fa11, 0, :-:, 0], Αἱ) --|[ᾶικ, ᾱοκ, 0 ,0],.…- 
3 Αί5) 一 |ᾱ1,, 1259, ” Qrs， U， 0], 
如 果 它 们 之 间 有 关系 式 


λι AH 十 λε Ας) 十 λιΑ) 十 :十 入 44s) 一 0, 
则 


Msdrs =0, -::, ἍλιᾶαιΞθ, λκᾶος Ξθ, λιᾶιι = 0, 
又 因为 ἄιι G2k .as  ἄτιπθο, λιςλεςλιξλεΞθ. Τχε 
rank{ A(Y), ΑΘ AW, ..., ΑΘ} -- m， 
Τε(Α) : τ. 
但 是 矩阵 A 的 列 空间 等同 于 从 4 中 删 去 后 m 一 ?个 零 行 所 成 矩阵 的 列 空 
间 ， 所 以 | 
re(A) -- dimV. < dimR” =r7. 

比较 两 个 不 等 式 得 到 τε(Α) = ” (不 等 式 7.(4) ς τ 也 可 以 从 一 个 显然 的 事实 得 到 ， 
ΗΒ με 4 的 所 有 的 列 都 是 列 向 量 基 的 线性 组 合 ， 我 们 把 这 一 论断 留 作 习题 . ) 

另 一 方面 ， 和 矩阵 4 的 所 有 非 零 行 是 线性 无 关 的 : 任意 线性 关系 


λι Αρ) 十 λοΑ2) 十 … 十 λε AL,) --0, λε Ν 
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如 同 在 列 阿 量 的 情况 一 样 ， 给 出 
λιᾶιι = 0, λοᾶοκ 一 0，.… , Arars = 0, 


因而 λι --λο--:.---λ, --0. Ελ τι(Α) -- τ --τι(Α). 口 

3. 可 解 性 准则 ΑΕΠ 4 的 阶梯 形 可 以 回答 对 应 的 线性 方程 组 ( 见 第 1 ΞΕ 83) 的 
一 系列 问题 ， 但 阶梯 形 依赖 于 初等 变换 的 实施 过 程 ， 例 如 ， 列 向 量 基 ， 或 等 价 地 方 
程 组 (2) 中 的 主 未 知 数 ， 可 以 有 不 同 的 选择 .尽管 如 此 ， 我 们 却 可 以 从 定理 1 及 其 
证 明 得 出 下 述 

推论 若 呈 = 妇 =…= 甸 =0， 则 齐 次 线性 方程 组 (2) 中 主 未 知 数 的 个 数 不 
依赖 于 化 为 阶梯 形 的 方式 ， 它 等 于 rank 4 ,其 中 4 是 方程 组 的 系数 矩阵 . 

证 明 ”我 们 已 经 看 到 ， 主 未 知 数 的 个 数 等 于 矩阵 4 ( 见 公式 (5)) 的 非 零 行 的 个 
数 ， 后 者 等 于 矩阵 4 的 秩 ， 而 矩阵 的 秩 是 唯一 确定 的 . (这 句 话 表 明 ， 征 阵 的 秩 作 
为 它 的 内 在 特征 ， 不 依赖 于 任何 外 加 状况 . ) 口 

在 下 一 章 中 ， 我 们 将 得 到 一 个 有 效 的 方法 去 计算 矩阵 4 的 秩 ， 不 需要 将 4 化 
为 阶梯 型 .无疑 地 这 将 使 基于 秩 概 念 的 一 系列 论 渐 提高 价值 ， 这 种 论断 的 一 个 位 单 
而 有 用 的 例子 是 第 1 章 中 谈 到 的 线性 方程 组 的 可 解 性 准则 . 

定理 2( 克 罗 内 克 一 卡 皮 里 ) 线性 方程 组 (2) 是 可 解 的 ， 当 且 仅 当 它 的 系数 矮 
阵 的 秩 等 于 增 广 矩阵 的 秩 ( 见 (3)). 

证 明 将 线性 方程 组 (2) 写成 形式 (1), 它 的 可 和 解 性 可 以 解释 成 下 述 问题 (113. 
开头 ): 列 向 量 B 是 否 可 以 表示 成 矩阵 4 的 列 向 量 的 线性 组 合 ， 如 果 B 能 这 样 表示 
( 即 方程 组 (2) 是 可 解 的 ), 则 B € (ΑΡ, -.., Απ, 那么 rank{ 4A，.… ，A'™} = 
rank{ 4 ，... Απ) Β} , ΤΚ rank 4 = τ͵(Α) = τε((ΑἱΒ)) = rank(41B) ( 见 定 
理 1). 

反之 , 如 果 矩 阵 4 ΠΗΡΕ (ΑΙΒ) 有 相同 的 秩 ， 且 {A400),… ,AG")} 是 矩阵 4 列 
向 量 组 的 极 大 线性 无 关 组 ， 则 扩张 组 {A450,… ， ΑΟ), Β} 是 线性 相关 的 ， 根据 δι 
定理 1,v),B 是 基本 列 ΑΘ} 的 线性 组 合 . 于 是 方程 组 (2) 是 可 解 的 . 品 


习 题 


1. 不 把 mm Xn ΜΓΑΒΗ. Α 二 (αι) 化 成 阶梯 形 ， 证 明定 理 1. 
提示 : 设 dim Vi(4) --τ, dim 亿 (4) = 5. 选择 7 个 基 行 ; 不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 它们 是 前 


1 Αα), ΑΏγ “''» Αρ). 考察 由 4 的 前 7 行 组 成 的 了 xX 兄 答 阵 A 二 [A(1)， Αρ, .:', Αρ]. 

有 中 选择 t 个 基 列 ， 此 处 tt 二 dim V.(A). 设 为 Α΄), ..., ΑΘ, 因为 ΙΚΑ ς ΒΓ, κιςτ. 对 

于 4 467} Αἱ), ασε, 可 以 找到 常数 λι, ---, λεΕ κ, Θ8 Αἱ) -- AI40) 十 … 十 和 | 
t 


即 aik 二 》 ApQip, 1 i mm. 5 «τῇ, 这 是 显然 的 ,因为 我 们 有 关于 A 列 的 关系 式 A%) 一 


p=1 
ALA 二 .十 和 iA, 当 了 >m 时, 运用 第 1 行 通过 前 列 的 表达 式 Ati) -- μι 4 十 十 pr4o 
得 到 
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Τ Tr t t T t 
Qik = µιαικ = ) μι > ApQip = 》 Ap 》 μιαιρ = > ApQip-: 
l=1 i=1 Ῥ--] ῬΞ-1 ἰ--1 Pp 二 1 


列 的 线性 相关 性 准则 表明 ，s 万 t, 但 上 述 证 明 给 出 t 世 7, 故 οἴ. 进一步 ， 考察 nxm 阶 转 置 
4Ε ΝΕ 


11l 121 ml 
tA αιο (22 Qm2 
Qin Ud2n ’'' Cm.n 


得 到 等 式 τι(΄Α) -- το(Α), τε(ἳ Α) --τι(Α) ,所 以 根据 上 述 证 明了 入 5. 综 上 所 述 ， τ--ο. 

9, 如 同行 的 情况 ， 交 换算 阵 4 的 第 8 列 和 第 tt 列 ， 叫 作 荆 型 初等 变换 ， 而 将 第 t ΣΙ εν Ἐ 
数 入 加 到 第 s 列 上 ， 叫 作 Π 型 初等 变换 ， 

ΦΙΚ4ΡΜ. 4 经 初等 列 变换 化 成 的 阶梯 形 ， 用 初等 列 变换 将 矩阵 4( 见 公式 (5)) 化 为 形式 


ἄιι 
29 
χ Grr 
4 一 ， 
0 
0 
其 中 
ἄτι 一 ἅιι, G22 = G2k, 033 一 031 jrr ἄγα] ]]4: 天 ο. ὁ 
4 一 工 
3. 证 明 若 ao 天 0, ΕΕ 
0 0 0 αρ 
1 0 0 αι 
Α-- 0 0 2 
0 1 0 tn—2 
0 0 1 nl 
的 秩 为 τι. 
4. 设 两 个 拭 阵 
αι C2 。 Cn 
αι aa .'' απ 
4=( ) ,B=| fF βὲ 1  βη 
Bi Bo ΠΠ Bn 
. Ύι "Yo a Ύπ 


Ὁ A 是 一 个 m xm 矩阵， 不 能 写成 diag(&11， ἆρο, ---. ，marr， 0,---, 0) 一 一 译 者 注 . 
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试用 平面 上 n 条 直线 所 成 集合 的 几何 性 质 绘 出 A 和 Η 有 相等 秩 的 条 侍 . 
83 ”线性 映射 ， 矩 阵 的 运 


1. 矩阵 和 映射 设 展 "和 及 "分 别 为 高 为 n,m 的 列 癌 量 空间 ， 设 4= (aij) 是 一 
个 mxn 阶 和 矩阵 ， 定 义 一 个 映射 ρα: 及 ”一 Κ'" ἈΠΕ ΞΕ Χ--|σι,22,::: ,Xn] ER"， 
对 应 到 | 


pa(X) = σι ΑΟ) αρ ΑΘ) .+ rnA™. (1) 
其 中 αἴ),..., Απ 是 矩阵 4 的 列 (与 82(1) 相 比 较 ). 由 于 它们 的 高 是 πι (1) 式 的 


右边 给 出 了 一 个 列 向 量 Υ = [ψι, 8ο, … ,ym] & Επ. 更 详尽 地 ， (1) 式 可 写成 如 下 
形式 


{4} 
μι 一 Ὁ ασ; ο ΤΞΙ, 2 ην. (1’) 
j=1 
如 果 铸 == XX' 十 六 ”= [x 十， χη 1-25, -::, Ὁῃ {αὐ}, ΜΙ 


φα(Χ' -- ΧΤ) = > (α΄ }- α΄) A -- Φα! Ας 十 Φα’ Αν 
ἐξ-1 i 二 1] ΤΞΞΙ1 
= ΦΑ(Χ') -φΑ(Χ᾽). 

类 似 地 ， 

φα(λΧ) = MA = 入 》 mA = χρα(Χ), NER. 

ἐ--1 ἐ-- 1 

反之 ， 设 p :Rn" 一 了 Rm 是 第 1 章 85 意义 下 的 了 映射， 具有 下 述 两 条 性 质 ; 

i) φ(Χ’ + Χ")-- (ΧΑ 1-φ(Χ"), νυ Χ’, Χ' εἴπ 

1) φ(λΧ) --λφ(Χ), VX εἘ", λε. 

我 们 知道 ( 见 81 第 3 段 ),R” --(Ε(),..., Επ) 是 列 向 量 的 标准 基 的 线性 包 ， 则 


X= ἶαι, 21, ''ν Tn| = Υ ᾽α;Ε9). 
7 二 1 
运用 性 质 i),ii) 得 到 
p(X)= Σ μ.ο) = >》_ αγφ(Ε΄)). (2) 
1551 j 二 1 


关系 式 (2) 表明 ， 映 射 φ 由 它 在 列 向 量 基 上 的 取 值 完全 确定 . 令 


φ(Ε5}) 一 [al7， 21) -- απι/] 一 Α0) ς Κ΄“, (9) 
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我 们 发 现 ， 给 出 φ 等 价 于 给 出 列 为 4 … Απ) 的 mm xpn 阶 长 方 阵 4= (αι). 关 
系 式 (1) 和 (2) 实质 上 是 一 致 的 ， 我 们 可 以 写 op = p94. 

定义 ”满足 性 质 让 i 的 映射 p = 二 pa: 有 R7 一 腿 ™ 叫 作 从 恨 *” 到 了 Rm 的 线性 映射 . 
特别 地 当 m 二 nn 时 叫 作 线性 变换 . 和 矩阵 Α 叫 作 线性 映射 4 的 矩阵 . 

设 φαιφα’ 是 Κ' 一 ΚΠ 的 两 个 线性 映射 ， 分 别 有 上 十 阵 4 = (αι) 和 Α΄ -- (ας;) . 
等 式 pa = p4 ΠΕΙ, 4 ΒΑΣΗ Χ εἰ”, φα(Χ) = φ,(Χ) . 特别 地 ， 

Αα) — φα.(ΕἿ}) = φα(Ες}) = ΑΦ 1ς1ςτπ, 

所 以 αι; - α, {Κα Α’ -- Α. 

将 我 们 的 结果 概括 如 下 . 

定理 1 从 κ. ΘΠ 的 线性 映射 与 m xn 阶 算 阵 之 间 和 存在 着 一 一 对 应 . 

这 里 强调 指出 ， 谈 论 任意 集合 5 到 了 的 线性 映射 5 一 了 是 没有 意义 的 ， 条件 
i) 和 1} 预先 假定 了 5S 和 工分 别 是 Κ' 和 RR" 中 的 线性 包 . 


我 们 注意 到 πι = 1 的 特殊 情况 ， 这 样 的 线性 映射 p: ΚΓ 一 民 通常 称 为 n 变 元 
线性 前 数 ， 由 给 定 的 Τὶ 个 纯 量 Ci, δρ) '** Ωτ 给 出 : 


p(X) 一 ίσα, 22, -"'; Tn ) 一 0171 十 0222 十 :十 QnTn. (4) 


注 记 ”我们 这 里 的 线性 函数 和 中 学 时 的 概念 有 所 区 别 ， 那 时 的 线性 函数 指 σι» 
az 十 b( 只 谈 单 变 元 α 的 情况 ). | 

线性 函数 (4), 如 同 任意 的 线性 上 映射， Κ' 一 Απ ---Έ ΠΡΗΚΠΠΕΚΤ 49 ΕΠΕ. 
事实 上 ， 设 φα, 8B : RR" - 及” 是 两 个 线性 映射 .映射 


ρξαφα-βφρηι Ἑ ο, α,βεΒ 


在 关上 的 取 值 定义 为 
p(X) = αφα(Χ) - βρη(Χ). 
右边 是 通常 的 列 向 量 的 线性 组 合 . 
因为 


p(X'+X") = αρα(Χ’-ε Χ”) + BoB(X’' 十 天 
=a{pA(X) + pA(X")} + B{pB(X') + peB(X")} 
= {αφραί(Χ')-βφε(Χ'} Ἐ{αφα(Χ”)- BoppB(X")} 
= p(X') + p(X ); 

(ΑΧ) = αφα(λΧ) Γβφη(λΧ) = αλφα(Χ) 十 DAOB(A 
--λ(αφα(Χ) - βφη(Χ)} = λϕφίΧ), 


所 以 φ 是 一 个 线性 映射 (在 这 里 ， 我 们 未 加 说 明 地 使 用 了 81 的 法 则 VS1 一 VSs ). 根 
据 定理 1, 我 们 有 线性 变换 的 矩阵 C , 使 得 p = po . 为 了 求 出 C ,按照 公式 (3) Ἐ 


64: 第 2 章 3 阵 
出 第 j 0211Η8Ε: 


[en C2j; "τν Cmj] = ος) = po (EY)) 
一 αφα(Εη») 十 Bopp(EY)) = -- α Ας) + βΒΩ) 
--[ααμ + Bbyy, caoj + βὂο;--'ν ἆαπι + Pbmjl. 


很 自然 地 ， 将 矩阵 C = (ο) , 其 中 元 素 ci; = Qaij 十 Bbi;, ΠΗγΕΊΒΕΕ Α ΜΙ Β 的 
以 a 和 6 为 系数 的 线性 组 合 : 


(5) 
ααιι {-βριι … aaln 十 Colin 
CQrn1l 十 βὂπιι ‘QQammn 十 Bbmmn 


αφα Γβφη = 多。 4 二 BB， (6) 


我 们 将 经 常 运用 下 述 事实 ;线性 函数 的 线性 组 合 也 是 一 个 线性 函数 ， 

最 后 ， 我 们 指出 ， 如 果 把 所 有 的 行 向 量 X,Y, 2 换 成 m x n 阶 窃 阵 ， 对 应 的 运 
算 由 公式 (5) 确定 ， 并 且 将 51 中 对 向 量 空间 的 法 则 VS1 一 VSs 重 写 一 过 ， 就 得 到 了 
法 则 VSMI 一 VSMs, 因而 我 们 可 以 定义 m xn 阶 矩 阵 的 向 量 空间 . 如果 方便 ， 它 也 
可 看 作 是 密集 写法 的 长 度 为 m:n 的 行 向 量 空间 Επ (将 行 折 断 为 长 度 为 n 的 段 ， 
一 个 排 在 另 一 个 的 下 面 ). 

2. 矩阵 的 乘积 ”公式 (5) 和 (6) 给 出 了 mm xn 矩阵 的 集合 以 及 从 κ" 到 有 mm 的 
线性 变换 的 集合 之 间 加 法 和 数 乘 运算 的 一 致 性 . 在 考 碟 任 意 集 合 时 ， 还 有 一 个 重要 
的 运算 概念 ， 即 映射 的 合成 ( 见 第 1 章 85, 第 2 段 ) 有 理由 期 望 ， 两 个 线性 映射 的 合 
成 应 当 与 矩阵 的 合成 方式 一 致 、 我 们 来 看 如 何 做 到 这 一 点 . 

设 pB: Β" 一 Rs, ρα: 及 2 一 及 7m 是 线性 映射 ， ypc = p46 VB 是 它们 的 合成 : 


Τὰ 


mw ee > 


4 


一 般 来 说 ， 在 把 乘积 p = φλοφη 写成 pc 之 前 ， 需要 验证 φ 是 线性 变换 ， 这 
是 很 清楚 的 : 
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(Ὁ p(X’'+X")= pAa(PB(X'+X")) = φα(φβ(Χ') 1 ΦΗ{Χ᾽}) 
= φα(φη(Χ')) + pAa(PB(X")) = Φ(Χ' + p(X"); 
(ii) Φ(λΧ) -- φα(φβί(λΧ)) = φα(λρη(Χ)) = Mpal(pB(X)) = Ap(X); 
所 以 根据 定理 1,y 由 某 个 矩阵 C 完全 确定 . 
假定 映射 在 列 上 的 作用 为 


[zl , Pn] 一 人 [91 , Ys| - 121 ; Zm]， 
按照 公式 (1’) 的 显 式 表达 : 
οὐ 一 Yaikyk 一 γ αἱ. » κα) 一 | obu] Ὁ). 
κ--1 k= 二 1 1--1 1Ξ1 ΚΞΙ 
另 一 方面 ， 


Zi = 》 cij2j 1.2... Τη. 
7 一 1 
比较 所 得 的 表达 式 并 注意 到 zj 是 任意 实数 (7 = 1 2…… ,n), 我 们 得 到 
Cij = αικῦκ], .κέςσπι Ἱςήᾖςτπ. (7) 
k=1 


矩阵 C = (ci;) 叫 作 矩阵 Ανα 窍 阵 B 得 到 的 结果 ， 记 作 
ς -- ΑΒ. 


这 样 , 一 个 mxs 阶 长 方 阵 (Qik) 与 > 阶 长 方 阵 (bi) 的 ΕΤ: 是 一 个 mxn 
阶 长 方 阵 (οι). 其 元 素 ci; 由 公式 (7) 给 出 

我 们 证 明了 

定理 2 44ΡΗ 4 和 B 确定 的 两 个 线性 变换 的 腾 积 pA φῃ κ δὴ 45 β C = ΑΒ 
确定 的 线性 变换 . 换言之 ， 

ΑΦΗ = ΦΑΒ: (8) 

公式 (8) 是 对 公式 (6) 的 目 然 的 补充 . 

我 们 可 以 忘记 线性 变换 去 求 任意 两 个 矩阵 A4 和 Β ΠΕΡΙ ΑΒ, 但 必须 记 住 ， 符 
号 AB 有 意义 ， 当 且 仅 当 算 阵 4 的 列 数 等 于 矩阵 BB 的 行 数 . 在 这 一 条 件 下 ， 等 式 
(τ) 给 出 了 乘积 的 (i,j) 元 是 4 的 第 i 行 6) 与 B 的 第 j 列 BW 的 乘积 ， 


Οἱ) 二 (αι. .. , Qis )[b1;, .. , bsj| 一 Α- ΒΘ. (9) 


ΑΒ {ΕΚ ΑΒ ἠὐ ή} Τ 16 [εκ A 的 行 数 ， 而 ΑΒ 的 列 数 等 于 和 矩阵 BB 的 列 数 . 特别 
地 ， 同 阶 方 阵 的 乘积 总 是 有 定义 的 ， 但 即使 在 这 种 情况 下 ， 一 般 来 说 ， ΑΒ ΠΕ ΒΑ, 


"06: 2 Ν ὉἙ 阵 


例如 : 
1 0 90} {οο} {οο} {ο 1 0 
0 0 10) ου ιο) Μι ο 0 ο) 
当然 还 可 以 有 许多 其 他 的 方式 定义 窍 阵 的 胶 积 ({5|ἀπήτ ΞΊΠλΗ3ἑ), 但 是 没有 一 
种 方式 能 够 与 上 述 定义 的 重要 性 相 比 . 这 并 不 奇怪 ， 因 为 我 们 是 通过 映射 的 自然 合 


成 得 到 矩阵 乘法 的 ， 而 映射 当 属 现代 数学 最 基本 的 概念 . 
推论 。 答 阵 的 屠 法 满足 结合 律 : 


A(BC) --(ΑΒ)Ο 


证 明 和 矩阵 的 乘积 对 应 于 线性 映射 的 习 积 ( 见 定理 2 和 公式 (8)), 根据 第 1 πὲ 55 
定理 1, 任意 映射 的 乘积 是 结合 的 ， 也 可 以 根据 公式 (7) 直接 计算 进行 验证 . Π 
再 来 看 分 配 律 : 


(A+B)C= AC+BC, D(A+B)= ΡΑ- ΠΒ, (10) 


其 中 4, B,C,D 分 别 是 阶 数 为 m x s,m x s,s x n,n xm ΠΕΙ ΚΕ. 
事实 上 , 令 4 = (αι). 8 = (διη)],Ο = (οι), 对 任意 1i,7 有 等 式 (根据 κ 的 分 配 律 ) 


Τι 


>》 (aik 十 μελος) 一 γ᾽ Qik Cik 十 >» Dig Ck; 
k=1 k=1 k=1 
左边 给 出 了 和 矩阵 (4 + B)C 的 元 素 gi;, 而 右边 分 别 给 出 了 ΑΟ 的 元 到 ὃν 和 BC 的 
元 素 及 ;.(10) 中 的 第 二 个 分 配 律 法 则 可 类 似 得 到 . 

3. 矩阵 的 转 置 ” 阶 数 分 别 为 m x η 与 n xm ΗΒ ΤΝ 


Ql Qi2 ': Qn Ci1 ἄοι *** (πεῖ 
QA21 U22 ::’ ἄἆρπ 412 ἄρο QQrmn2 

Α- ο tA= 
dm] dm2 τι) ἄπιπ din Gon ΙΙ ἄπιπ 


叫 作 互 为 转 置 , 其 中 的 任意 一 个 都 是 由 另 一 个 将 行 变 为 列 , 列 变 为 行 得 到 的 (细心 的 
读者 会 注意 到 ， 转 置 的 概念 已 经 在 第 1 段 遇 到 过 了 ). 易 见 
ἑἑΑ} = Α, (ΑΗΒ) -.Α 18, (ΛΑ -- λΐΑ. 
矩阵 乘积 的 转 置 满足 一 个 更 有 趣 的 规律 . 如 果 


Ql CI2 CIs bii blo ἐσ’ bin, 


A C21 CQ22 ''' Q2s bo1 bz "''' bon 


古 -- -ἷ- 可 -- -- -- -υἳ- -υἳ-- - -- -υ - -ᾱ- -- ο ου ο... ο υ υ.... υ  υ υ  υ -- --υ ι ο, 
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Η 
A= (αμ): “B= (01). 
那么 
αἰ; = Qik, δι = bkj. 
计算 下 述 窍 阵 的 元 素 
οιι C12 Cin ἄιι di2 dim 

CE AB οι C22 Con | DtptA d21 (2. d2m 

Cml Cm2 (γγτι dnl dn2 dnm, 
根据 公式 (7) 


ΕΟ} 一 Dont djs 一 -> 多 Qi = Σ Qsk Dk;, 
表明 dj; = ci; 对 一 切 1<i< m,1 jgn 成 并 ,因而 'C=D， 或 用 原来 的 记 法 ， 
i(AB) = Β! ΑἹ. 
更 一 般 地 ， ΠΕ ΡΕ Αι, Α., .. Αγ 的 乘积 有 定义 ， 出 
{ΑΙ 4»... Αρ) = ΤΑ... «ΣΑΟ Αγ. 


由 于 82 定理 1, 性质 rank:4 = rank4 μὲ Υ.. 
4. 和 矩阵 乘积 的 秩 ” 设 4 和 BB 是 阶 分 别 为 m x s 和 s xn 的 任意 两 个 矩阵 ， 关 
于 rank4B 可 以 知道 些 什 么 呢 ? 
定理 3 不 等 式 
rankAB < min{rankA,rankB} 
证 明 公式 (τ) 给 出 了 矩阵 C = ΑΒ 的 行 Co 和 列 CW 的 表达 式 
Ca = ΑΒ, CO = ΑΒΘ, ο. 
矩阵 4 的 秩 可 解释 成 
Τι 一 rankA = ἀῑπι( Αγ. ΑΩ), “  Α(ηι)): 


不 失 一 般 性 , 我 们 把 A(1),… ,A(x, ) 当 作 行 向 量 基 , 因为 4 当中 行 的 变换 , 附带 引起 
Το 当中 行 的 变换 . 但 这 种 变换 (I 型 初等 变换 ) 既 不 改变 rank4, 也 不 改变 rankC. 
于 是 ι 
Αῃ = >》 Xki40)， 71 < 天 入 7 
+ 二 1 
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我 们 (运用 分 配 律 (10)) 得 到 


Τι ΤΙ Τι 
Co = ΑΒ = (> Mao B= >》 Mi(A()B) = >》 MiCG) 
1--] ἐ-- 1 ἐ--1 


于 是 
| (αντ, (πο) 三 人 CO ,Cor,)): 
这 时 
rankC = dimtCD ,Cm)) < Τι = rankA. 
类 似 地 将 埠 阵 B 的 秩 看 作 
r2 = rankB = dim(B(Y, BW2,... ,BW™), 


并 不 失 一 般 性 将 BY,…. , ΒΤ) 作为 列 向 量 基 ， 我们 有 


j=1 
ro | To | 
一 > uri ΑΒ) = > oa 
j=1 j=1 


ro «ΚΞ, 
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Το Το 
Ρ(8) -- ὃ μκρΒ0), Οἵ. -- AB® -- Α Σ can 


从 而 
rankC = dimn(C 人 ,CO «τ. = rankB. 


口 


我 们 指出 , 在 某 些 情况 下 , 定理 3 中 的 不 等 式 可 以 是 严格 的 . 例如 当 Α70,Β 40 
时 ， 可 能 有 ΑΒ = 0( 见 第 2 段 例 2). 一 般 来 说 ， 定 理 3 只 能 简单 地 断定 ， 和 矩阵 乘积 


的 秩 不 会 增 大 . 


5. πας ”全体 η 阶 实 方 阵 (αι) 的 集合 通常 记 作 Mn(R)( 或 Μπ). 我 们 在 第 1 
段 结尾 处 已 经 指出 ， 亦 可 称 这 一 集合 为 向 量 至 间 Mn(R). 根据 第 2 Εξ, Μπ(Κ) 中 任 


意 两 个 矩阵 的 情 积 仍 在 ΜΠ(ΝΒ) 中 ， 且 满足 结合 律 和 分 配 律 . 
定义 称 n 阶 方 阵 的 集合 构成 一 个 (结合 ) 环 . 


不 难 验证 纯 量 乘法 满足 λΑΒ = (X4)B = Α(λΒ), 其 中 λε, 考虑 到 这 一 点 ， 


集合 ΛΚ) 也 叫 作 一 个 月 上 的 ΑΜ. 


我 们 要 逐步 习惯 于 使 用 这 些 名 词 (关于 术语 化 新 对 象 的 分 类 见 第 4 章 ), 现在 我 


们 转 到 单位 矩阵 Ε = (δι), 此 处 


1 Ἔε-!, 
Okj = | 
0 ἘΚ 
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叫 作 殉 罗 内 克 符 号 . 显然 rankE = π. 用 64; {18 ὑκ,, 矩阵 相 乘 的 法 则 (7) 给 出 了 下 
述 关系 式 : 


EA=A= ΑΒ, AeM,(R). 
更 一 般 地 ，: 

diag (NA = MA = Adiag, (λ), (12) 
其 中 


diag, (和 A) = AE = 


是 我 们 已 经 知道 的 纯 量 矩阵 ( 见 第 1 章 53). 所 以 矩阵 4 与 纯 量 和 的 乘积 等 于 4 与 
ΕΜ ἘΜΕΗΗ ΠΕΡΑ. 


等 式 (12) 给 出 了 一 个 显而易见 的 事实 , 纯 量 阵 ἀῑαρ, (λ) 与 任意 矩阵 4 可 交换 . 
它 的 逆 命 题 在 应 用 中 十 分 重要 . 

定理 4 在 Mn 中， 与 任意 给 阵 可 交换 的 矩阵 是 纯 量 阵 ， 

证 明 引入 矩阵 Εη, 它 在 第 i 行 第 7 列 的 交点 处 取 值 1, 而 所 有 其 他 的 元 素 均 
为 零 ， 如 果 2Z = (zi;) 是 定理 中 要 求 的 矩阵 ， 则 特别 地 ， Ζ 与 所 有 的 EB; 可 交换 : 


ZEi; = Εμ, 1 1,2)... ντι. 


在 这 一 等 式 的 左右 两 边 做 矩阵 乘法 ， 我 们 得 到 盾 阵 


0 ΜΝ 0 0 ο 0 
0 po 
ss, 和 οἱ 9 ?jn (2) 
οι, 
5) 0 0 :': 0 
它们 分 别 有 唯 一 非 零 的 第 1 列 和 唯一 非 零 的 第 i 行 ， 比较 两 个 矩阵 ， 江 即 得 关系 式 
2 ,二 0 者 上 到 名 以 及 zii ση. ΝΑΡ { 和 j, 定理 得 证 . 口 


对 给 定 矩 阵 4 < Mu(R), 可 以 试 着 去 找 一 个 矩阵 4 < Μ.(Β), 满足 关系 式 44' = 
Ε -- Α’Α. 易 见 


44' -- Ε-- Α”Α--» Α’ -- Α'. (13) 
事实 上 ， 4” = Α.Ε -- Α"(ΑΑΊ = (Α"ΑΥΑ͂' = ΕΑ' = Α'. ΑΕ, ΛΕΜΕ Α’ 存在 ， 必 
定 唯一 ， 它 叫 作 逢 阵 4 的 ἸΒΗΒΒΕ, 记 作 Αα... 


44- - Ε-- 4 4. (14) 


μι“ 第 2 章 ο 阵 


如 果 (14) 式 满 足 ， 称 矩阵 4 是 可 族 的 . 

定义 4ΕΜ Αε Μι(Κ) 叫 作 非 退化 的 , 如 果 它 的 行 (同样 地 列 ) 向 量 组 是 线性 
无 关 的 ， 即 ταηκΑ- π. 如 果 rank4 «γι, 则 4 叫 作 起 化 的 . 

定理 5 ἀΜ Ας ΜΒ) 是 可 弟 的 ， 当 且 仅 当 4 是非 退 化 的 . 

证 明 1) 如 果 ΑΒ = E( 或 ΒΑ-- Ε), 则 由 定理 3 有 


Τι -- τ8π ΚΕ =rankAB < min{rankA,rankB} < τι, 


从 而 rank4 = π. 
2) 如 果 rank4 = γι, 则 


(Ε{}᾽... Εν = R* = (ΑΠ)... Απ. 
ΤΕ 


Ε9) = ὃ αμα, ΗΕ; (15) 


?一 二 


并 且 元 素 o 组 成 的 矩阵 4 = (α)) e Μι(Β) 是 唯一 确定 的 根据 52 第 1 段 ( 见 屠 
里 的 等 式 (1) 和 (2)), 关系 式 (15) 可 以 写成 


Ε9) 一 ΑΑ'4). Ις/ςητ, 

所 以 
E= (Ε.Ε) 一 (ΔΑ... ΑΑΤΘ = ΑΛ’. 
此 处 我 们 将 窍 阵 Ε ΤΙ ΑΑ’ 都 用 它们 的 列 来 表示 . 
我 们 指出 ( 见 第 3 段 )4 ΠΚΒ ΆΠΕΊΑ 也 与 4 一 样 是 非 退 化 的 . 因而 可 以 找到 
矩阵 B, ΜΙΑ. -- Ε. 回 到 第 3 段 并 令 Α’ =B, 我 们 有 
Ε -1Ε-- (ΑΒ) --ἵΒ'(1Α) = Α"Α. 
于 是 
ΑΑ --Ε-- Α"Α. 


根据 (13) πὶ, Α’ = Α’, 所 以 按照 (14) πὸ, Α' --Α-᾽, ΒΠΉΕΕΕ Α 是 可 道 的 . 口 
推论 1 ος Β λα ο 分别 是 叹 阶 和 于 阶 的 非 退 化 方 阵 ， 而 4A 是 任意 的 mxn 
矩阵， 则 | 


rankBAC = rankA. 
证 明 由 于 定理 3 和 5, 我 们 有 


rankBAC < rankBA = ταπκΒ Α(ΟΟ 1) 
--τϑηκ(ΒΑΟ)ς-᾽ & rankBAC, 
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得 到 rankBAC = rankB4. 类 似 地 可 建立 等 式 
rankBA = rankA. 口 


推论 2 如 果 4,Be Mi(R) 且 ΑΒ - Ε Α ΒΑ-- Ε, ἱ Β -- Α1. 
证 明 见 定理 5 证 明 的 第 1) 部 分 ， 4 Ξ- ΕΞ rankA --πι, 即 4 是 非 退 化 的 ， 


从 而 是 可 道 的 . Γι 
推论 3 如 果 Α.Β.... 00 是 非 录 化 的 nxn 4ΕἩ., Νεα AB...CD 也 是 非 
退化 的 ， 且 


(ΑΒ...6Ρ) -Ρ 101... ΒΑ”). 


证 明 矩阵 G = ΑΗ..:ΟΡ (Π3Ε!ΘΕΗι μὲ ΤΕΛΗ, Αα -Ρ-!Ο-"'.'' 
B- 4- 可 直接 验证 : 


G(D-10-1...B-1A-!) = AB...0(DD-1)C-1...B-1A-! 
-ΑΒ:.-(ΟΟ-1)...Β-ΙΑ-1--....-- Ε. Γ 


实际 计算 道 窍 阵 的 常用 方法 将 在 第 7 段 给 出 ,在 那里 也 同时 得 到 了 定理 5 1} 
一 种 证 明 . 

我 们 将 在 第 3 章 给 出 4-! 的 一 个 显 式 . 现在 仅仅 指出 ， 给 定 实 系 数 算 阵 Α, 实 
ΠΗΓΉ 4-1, 或 者 计算 两 个 矩阵 的 乘积 , 需要 完成 大 量 的 运算 . 在 应 用 中 会 遇 到 阶 数 
n -- 100 或 更 大 的 矩阵 ， 如 果 4 和 B 是 这 样 的 两 个 矩阵 ， 计 算 C = ΑΡ 需要 按照 公 
式 (7)( 或 (9)) 找到 ”2 个 元 素 cij, 每 找 一 个 元 素 要 做 (2n 1) 次 乘法 或 加 法 ， 共 需 
进行 (2n 一 1)n? 次 运算 ， 也 就 是 说 当 m = 100 时 要 做 约 二 百 万 次 运算 . 对 于 现代 的 
计算 机 ， 这 个 问题 不 难 ， 但 如 果 我 们 想 找 到 矩阵 4 ΜΕ 4™, Η γι > 1000, 计算 
机 实现 就 会 发 生 困难 . 根据 定义 ， Am = Α. Am; 但 由 结合 律 ( 见 定理 2 的 推论 ) 
易 见 ΑΠ = A*Am-k,0 < «πι, 这 将 在 第 四 章 中 在 更 一 般 的 背景 下 进行 说 明 ， 为 了 
计算 ΑΠ. 人 们 使 用 各 种 附加 的 手段 ， 它 们 或 者 基于 矩阵 4 的 特殊 性 质 ， 或 者 信用 
于 线性 代数 课程 作为 解释 .我 们 来 看 三 个 例子 . 


例 1 如 果 
ίχι 0 
Α -- αἰαρίαι,:-: απ) = J. ， 
0 αι 
则 显然 
QT] 0 


A™ = diag(aT, απ) | ------νν:... 
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例 2 设 
α.| 9 
χο 广 
对 πι 作 归 纳 表 明 ， 
πι αι... ἔτι 
om α ο ασ ὮΝ | 
0 1 的 
此 处 
0 一 D πι--1 m—2 m—2 m—1 
7 二 0 二 a “δη-:-:--Ἴ-αὖ 十 忆 . 
特别 地 ， 奇 a = b, 有 


α ο “ Ν α΄ γῃαγνΓὶρ 
0 a πα 0 α΄" | 
例 3 对 m 用 归纳 法 ， 不 难 证 明和 窍 阵 


-- 


jm | fm fn ) | 16) 


的 m ΠΕΡΙ 
fm fm+1 
其 中 整数 fo = 0, [ιτ 1ν [ο τ- 1,fs=2,… ,它们 是 用 递归 关系 式 


fm+1 -一 fn 十 frm_i 


定义 的 ,这些 正 是 斐 流 那 契 数 ( 见 第 1 ΞΕ 83 末 的 例 2). 
引进 行列 式 为 1 的 矩阵 ( 见 第 1 章 54) 


Δ. 1 
B= ο 5 ， 
--νδλι νὸ 
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其 中 λι -- 5 -.ᾖ -ν5 
不 难 计 算 ， 


1 
V5 -- 
B~! = 3 ας A=B-!. 人 9 :B 
V5AXi 3 0 2 
5 


但 是 如 果 三 个 nxn 和 矩阵 4, B,C, 其 中 B 是 非 退 化 的 , 满足 关系 式 4= BCP, 则 


Απ. B-I1CB.B-i1CB.B-ICB...B-1!1CB = 1ο 


(其 中 的 因子 ΒΒ-’ 等 于 Ε, 约 去 ). 在 这 种 情况 下 ， 考 虑 到 例 1 和 关系 式 (16) 有 


ml fn A 本 
jm-1 J -Απ-.π-| 1 9} π-πι[ ὃ 1η 
fm fm+1 0 λ9 0 人 2 


τ 1 
ΝΕΡΩΝ Ελ... —V5A νὸ 


1 m ym 
ΤΠ] 


(* 代表 我 们 不 感 兴趣 的 数 ). 
比较 这 些 等 式 中 第 一 个 和 最 后 一 个 右上 角 的 元 素 ， 得 到 第 mm 个 斐 波 那 契 


数 的 公式 
μα ΕΝ 1+V5 [1-ν5 
~” V5 νο 2 “ | 


το) = 0, 我 们 看 到 当 mm 充分 大 时 ， fm ~ «αλ (近似 于 几 
何 级 数 ) 
6. 矩阵 的 等 价 类 如 同 定理 4 的 证 明 中 所 述 ， 我 们 用 Et 记 m x mm 和 矩阵， 其 


中 第 s 行 与 第 上 土 列 交叉 处 的 元 素 为 1, 所 有 其 他 的 元 素 为 0( 这 样 的 矩阵 叫 作 ἈΕΕ ΒΒ 
位 ). 研究 Μπι(Β) 中 下 述 形式 的 初等 矩阵 : 


了 si Ξ- β, -- Fs,s 一 Ett 十 Es + 十 Fs 
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0 1 
Ξ | 1 ，  δφπὲ (1) 

1 | 0 

1 
1 
Ε5.ε(λ) = E+AEst = .. . .. ΚΩ; (π) 
1 

Ε.(λ) -- Ε-Ε(Χ-- 1) Εις -- diagf1 NT， 入 汉 0. (ΠΠ) 


设 4 是 任意 的 m xn 定 阵 直接 验证 可 知 ， 如 果 下 = 本 或 下 = Ειι(λ), 定 阵 

= FA 是 从 4 通过 施行 对 行 的 (Ὦ 型 或 (了) 型 初等 变换 得 到 的 ， 

如 果 = Ει(λ), 我 们 有 (Π) 型 初等 变换 (用 入 乘 以 4 的 第 s 行 Α9). 类 似 
ΜΝ, ΒΕ Α” = ΑΡ 可 以 从 4 施行 初等 列 变换 得 到 我们 从 82 第 2 段 和 82 习题 2 
知道 ， 对 行 和 列 施行 (Ὁ 型 和 (Π) 型 初等 变换 ， 4 可 以 化 成 一 个 左上 和 角 为 " xr 非 
退化 对 角子 阵 的 甜 阵 ， 此 处 7 = rankA( 当 r=0 时 ， 4 是 等 窍 阵 ). 因为 
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1 


一 Fi (a1)F2(a2) "+ F(ar) 1 


允许 施行 〈( 焉 ) 型 初等 变换 ， 便 可 以 从 4 得 到 下 述 形状 的 矩阵 


E. 0 
0 0 | (17) 
(这 里 Ei 是 Μι(Ν) 中 的 单位 定 阵 ， 三 个 零 分 别 未 示 阶 为 >x (mn 一 7),(m 一 7) xr 以 
及 (πι -- ϱ) xm 一 7) 的 零 算 阵 ) 这 样 


PrPr_1::: PAQiIQ2:…. 一 ( ή 1 ) ) (18) 
其 中 Ρι(Ωι) 是 mm 阶 (相应 地 n 阶 ) 初等 矩阵. 
多 次 提 及 初等 变换 是 可 道 的 .这 与 初等 害 阵 的 可 道 性 是 一 致 的 : 


(Foi) ξ Fst, FostlN) = Fst(—N), Fs(N) = F(A ). 


根据 定理 5 的 推论 3, ΠΚΕ Ρ -- PoPe_1:… 记 和 =Q1Q2… Qi 也 可 逆 :. 
Ρ-1 -- Ρ- ος, PP.,, Ο- - ΩΤ -- QQT 


注意 P,Q; 都 是 初等 矩阵 . 

称 两 个 m xm [ΕΡΕ Α, B 是 等 价 的 , 并 记 作 4 ~ Β, 如 果 能 够 找到 非 退 化 的 πι 
ΚΤ τι ΡΙΈΕΗΕ Ρ,Ω, 使 得 B = ΡΑΟ. 

易 见 ~ 是 一 个 等 价 关系 : 

1) A~ A(P = Eh,,Q = Επ); 

1) A~B= 二 B~Ah, 因 为 B=PA4Q= 二 4=P- ΤΡΟΦ Ι: 

iii) B= P’'AQ',C = ΡΜ" C= PAQ, 其 中 P= P”P’@Q - ο”. 

根据 一 般 原 则 ( 见 第 1 ΞΕ 86), 所 有 的 m χη 和 窍 阵 的 集合 按照 关系 ~ 划分 成 互 不 
相交 的 等 价 抢 阵 类 ， 因 为 等 价 年 阵 的 秩 相 等 ( 见 定理 5 的 推论 1), 等 式 (18) 的 论证 
表明 ， 可 以 选择 矩阵 (17) 作为 等 价 炎 的 代表 元 . 

我 们 得 到 了 下 述 论断 . 


6 52 : «Δα 


定理 6 m xn ΛΕΜΕ Α ρΞ min{m,n} 十 1 个 等 价 类 . 所 有 秩 为 7 的 
算 阵 都 和 代表 元 (17) 在 同一 类 中 . 


推论 每 一 个 韭 旭 化 的 n xn 矩 阵 都 可 以 写成 初等 算 阵 的 磁 积 . 
证 明 所 有 非 退 化 的 n 阶 矩阵 都 和 单位 矩阵 在 同一 个 等 价 类 中 ， 因 为 它们 的 秩 


等 于 n. 将 关系 式 (18) 
PPr_i ，， 站 461G2 .OO 一 

改写 成 
A= PT PP-IQ7rQzlQT1 (19) 
推论 得 证 . | . 

不 能 断定 将 4 写成 初等 矩阵 的 乘积 时 写法 是 唯一 的 , 但 这 种 写法 的 存在 性 本 身 
就 已 经 非常 有 用 ， 特 别 地 ， 它 可 以 用 来 求 道 矩 阵 . 事实 上 ， 从 公式 (19) 我 们 得 到 

-= 9192 GPR 有 严 =QP 


7. 逆 和 矩阵 的 计算 ”在 上 一 段 的 推论 中 ， 如 采 只 做 行 变换 ， 当 ΑΕ Mn(R) 非 退 
化 时 ， 从 n x 2n 阶 的 扩展 抵 阵 (ΑΙΕ) 开始 ， 就 会 得 到 一 系列 变换 


(ΑΙΕ) 2 (ΡΙΑΙΡΙΕ) (Po BP AP,... BPE)= (Β|Α" 


这 个 序列 在 第 步 中 止 ， 直 到 τι x 2n 阶 和 矩阵 左 半边 的 4 换 成 了 单位 矩阵 Ε. 这 时 
右 半边 得 到 了 唯一 的 矩阵 4' = A-*. ΠΕΙΣ 4 退化 ， 这 个 过 程 可 能 中 朵 得 早 
些 ， 我 们 将 4 化 成 了 阶梯 形 并 得 到 了 秩 7 = rank4. 

在 第 6 节 开 头 ， 取 n = 3, 我 们 有 初等 矩阵 的 实例 


1 0 0 0 ο 1 
Ειο(-Ά)-ἰο 1 0 |,Ειι(ᾶ)-1 0 10 .Ειο-)] 01 
0 ο 1 0 4 1 1 0 0 


左 乘 ”xm 初等 矩阵 Ρ, 的 作用 未 加 曾 述 ， 事实 上 ， 它 可 以 看 作 一 个 指令 ， 完 成 与 之 
相应 的 初等 行 变换 . 

再 次 提醒 读者 注意 下 述 符号 的 合 义 : 

P; = Εει 将 矩阵 的 第 s 和 tt 行 交换 位 置 ; 

P; = Ειι(λ)---- ΚΕΕΠ 5 1 1τ3ἑρλ 入 加 到 第 s 行 上 ; 

Ρ; = Ff,( 和 一 一 将 矩阵 的 第 s 行 乘 以 入. 

例 4 设 
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我 们 有 
0920100 1 1 -1 
(ΑΕ) τι τι -τ/οια]ίο2 ο 
2 1 -1|00 1 2 1 -1 
1 1 -110 1 κ]. 1 
0 2 οτι ο ΚΣ 1 
0 —1 0 —2 1 0 -1 
1 
ο ο -1| -5 1 ο 1 0 -1 
Fa,2 
ο 1 οἱ 1 ϱ οἱ οι ο 
2 
0 -1 1 0 1 0 0 1 
1 0 010 -ι 1 
1 
01ο! 7 0 Ὁ 
| 1 
001] -21 
所 以 
0 -1 1 
1 
- - 0 0 
Α -一 | 9 
] 
- -2 1 
5 一 2 


为 了 书写 简便 ， 我 们 可 以 适当 地 将 同类 型 的 变换 同时 进行 . 


例 5 设 

-1 1 1 1 

1_| 3 -1 1 1 

1 1. -1 1 

1 1 1 -- 

我 们 有 

-1 1 1 ιτ 

1 1 ιο 

(Α|Ε) -- 
1 -1 ιο 
1 1 1 -1|10 


OD 


[a πο Ὁ 


Di 一 Mi 


μα. οὉ Ὁ Ὁ 


. οὁὉ, ο, 


ο ο | ο 


.77 . 


Fa,1(—2) 
> 
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muy {2 2 2 1 |1 111 
ΕἸ 3(1) 1 —1 1 0 1 0 0 
-一 一 
ΕΙ ο(1) 1 1 --λ 1 ο ο 1 0 
1 1 1 -110001 
| 1 1 1|11 1 11 
2 2 2 2 
Ελ} 1 -1 1 1|10 10 0 
1 1 -1 1|10 0 1 0 
1 1 1 -1|100 0 1 
1 1 1 1| 1 i i 3 
2 2 2 
Fai(—1) 0 -.9 ῃ 0 - 1 1 1 
Fs1(—1) 2 2 2 2 
Ρ»-(.--1 1 1 1 1 
Ἠσλ ῶριο -2 0| --- 5 -5 
2 2 2 5 
1 1 1 1 
ο 9 ὁ -21 2 2 2 2 
i1111|11 1 αἱ 1 
2 2 2 3 
Pi αΣαρτιαορα 1 i i |! 
Εα(-3) 4 4 4 
ED 一 上 1 1 1 1 
1ο ο το] στ στ -; 7 
4 4 4 4 
1 1 1 1 
ο ὃ τι α 4 4 4 
1000| 11.1.1 
4 4 4 4 
Fi.s(—1) 1 1 1 1 
Ἵν ντ 
Εν ος 1) 1 1 1 1 
: 0010| 5 ~ -ᾱ- 5 
4 4 4 4 
1 1 1 1 
0001| 4 4 4 4 
1 


ΒΓΕΙ, A-! = 7 


在 上 例 中 ， 计 算 亦 可 避免 ， 注意 到 退化 矩阵 与 任意 矩阵 的 乘积 都 是 退化 的 ( 定 
理 3), 但 我 们 有 | 


Α΄ = 一 41: 


ο ο Ὁ »5 
ο οὉ δ ϱὉ 
5 η. ο Ὁ 
. Ὁ οὉ 一 
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因而 4 非 退化 ，4- 是 存在 的 . 


Α--.Α2Α-}--4Ε:ΑΓὶ --ΔΑΓ] --» ΑΙ -- ΙΑ. 
注 记 ”在 施行 系列 初等 行 变换 上 时， 应当 避 免 一 个 典型 的 错误 一 一 将 前 一 个 变换 
中 改变 了 的 行 加 到 未 改变 的 行 上 . 例如 算法 


/ F211(1) ,J 
一 一 
Ει 2(1) 


是 模棱两可 的 : 不 清楚 其 中 作用 的 顺序 , 先 Ει»(1), 后 F214(1); 先 Εαι(1), πι Ει α(1), 
或 同时 进行 ? 不 同 的 方式 得 到 了 行 44), Αἱ 的 不 同 表达 . 在 例 5 中 ,我 们 合并 的 只 
是 同类 型 的 变换 ， 而 如 果 我 们 打算 按照 上 述 方法 用 计算 机 进行 计算 ， 那 么 线性 调整 
初等 变换 的 序列 是 自然 的 . 

土 述 求 矩阵 的 秩 以 及 道 矩 阵 的 方法 ， 叫 作 P 约 化 , 或 更 一 般 地 ， ἩΕ3Ι 标准 
型 (17) 的 (P,Q) 约 化 . 

8. 解 空间 从 $2 和 §3 开头 的 导言 得 知 ， 带 有 m x n 阶 系数 矩 阵 4 和 日 由 项 
Βε 有 ”的 线性 方程 组 可 以 写成 

ΑΧ -- Β (20) 

(其 中 X = [x1,… ,Xn| 是 高 度 为 n 的 列 ). 假设 πι = π ΗΕ 4 非 退 化 ( 见 第 5 ΕΒ), 
用 ΑΓ! 左 乘 矩阵 等 式 的 两 端 :， ΧΞΕΧΞ(Α 4)X = Α Τ(ΑΧ) = ΑΓΒ, 我 们 得 
到 方程 组 (20) 的 解 ， 并 且 该 解 是 唯一 的 . 解 的 这 种 方便 的 写法 并 没有 使 我 们 免 去 必 


要 的 计算 ， 因 为 4-! 并 未 预先 给 定 . 但 我 们 仍然 满意 地 指出 ， 窍 阵 工具 的 运用 至 少 
使 人 得 到 了 美学 上 的 快感 ， 现 在 我 们 运用 这 一 工具 来 求 齐 次 线性 方程 组 


AX=0 (21) 


的 全 部 解 ， 先 来 看 一 个 基本 事实 ， 若 ΧΟ), ΧΘ) 是 齐 次 线性 方程 组 (21) 的 解 ， 则 它 
们 的 任意 线性 组 合 也 是 (21) 的 解 : 


Αίαι Χ 1) 十 αο Χϐ)) 一 αι AX 十 αοΑΧ 09) 一 0. 


因而 可 以 谈论 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 线性 包 : 


Va=(X ER"IAX =0)CR". 


δὲ s = dim Va,7 二 rank4. 根据 定义 s 所 nr ς min{m,n}. 那么 s 与 之 间 存 
在 什么 联系 呢 ? 
定理 7 等 式 7T 十 s = 二 nn 成立. 


«80: ους [ὲ 


证 明 选择 线性 包 νὰ 的 一 组 基 Χ0),..., Χ ,并 扩充 成 全 空间 R" 的 基 
Χα, ΠΠ .Χ5), ΧΘΤῚ),... Χο, 如 同 ὃ] 定理 2 的 证 明 (或 δ1 习题 6) 所 指出 的 ， 
这 件 事 总 能 办 到 ， 任 取向 量 X== Σαχ Ὁ εκ”, 有 


ΑΧ = αιΑχῶ --ᾱ..ι ΑΧ αγ... αμ ΑΧ, 


i 二 1 
所 以 82 定义 的 线性 包 ， 称 之 为 矩阵 4 ΗΡΙ], 
ν.(ΑῚ -- (Αἱ)... Αγ = (TAD 十 十 Zn4tnilzi ΕΒ") 
Ξ-(ΑΧΙΣ εκ") ς ΚΙ, 
与 线性 包 (ΑΧΟΤΟ... ΑΧ) 重合 . 


特别 地 ，7r = dim V.(4) < n 一 s. 但 是 向 量 ΑΧΦΤΌ,..., ΑΧ 9 是 线性 无 关 的 ， 
因为 从 


0= >》 βκαΧ) =A( δ BeX®)) 


k 之 3 十 1 kk 之 8s 十 1 
得 到 >》 BKX (9) 三 ΜΑ, ΠΠ 由 于 X(t), ... , 大 人) 的 选择 ? 仅 有 的 可 能 性 为 
kK 之 s 十 1 
peril 二 -二 /B= 二 0. 于 是 r= 二 nn 一 $s. 口 


注 记 如果 使 用 线性 变换 的 语言 ( 见 83 第 1 段 ), 显然 有 
| VaA=kerpa, V.(A)= ΠπφΑ, 
即 由 4 确定 的 线性 变换 pa: R" 一 Rm 的 核 与 像 ， 对 于 我 们 来 说 ， 这 种 方法 只 是 作 
为 引入 和 矩阵 概念 的 一 个 说 明 . 
为 了 找到 空间 V.(4) 的 一 组 基 , 我 们 要 在 4 中 选择 个 列 回 量 基 , 方法 之 一 是 将 
A 化 为 阶梯 形 , 或 者 用 第 3 章 指 出 的 办 法 置换 矩阵 的 列 ， 或 等 价 地 ， 重 排 未 知 量 , 可 
程 组 中 ， 2}, 7 ,Tr 成 为 主 未 知 量 . 任意 7 十 二 2Η ΑΙ. .. , AT), ΑΓΓῈΕ), Κ 2 0, | 
都 是 线性 相关 的 ， 根 据 51 的 定理 1 ν), 可 以 写 出 关系 式 
αν) Α) 十 αν) ΑΟ) 十 …… 十 ιν) AV") ΚΑΡΤΑ) 一 0 一 12 .7 一 7 
(ο --τ) 个 列 癌 量 
XU) 一 [zz 各 ο, 1. 0, .. 0 ) 


XY 一 Ρα. ας) 0, 1,--- 0 3 
(22) 


. 中 ο ο υ ο ο Ευ τι 


χη 一 ΓΝ ΝΕ τὸ; ο... ϱ, 0, ΠΠ, η 
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显然 是 线性 无 关 的 (根据 后 n 一 7 个 分 量 的 特殊 形式 ), 它们 是 齐 次 线性 方程 组 (21) 
的 解 ， 根 据 定 理 7, 构成 解 空间 Va 的 一 组 基 . 显然， 若 ( 带 撤 的 ) 新 自由 未 知 量 取信 


Zr+l = 0, ΠΠ. Όγεκ Ξ 1, πλ απ 0 


则 得 到 解 ΧΟ. 

7 秩 齐 次 线性 方程 组 ΑΧ = 0 的 解 空 间 的 任意 一 组 基 称 为 一 个 基础 解 系 , 癌 量 
组 (22) 也 叫 作 规范 基础 解 系 .根据 82 定理 1 的 推论 ， 它 的 秩 s = dim Va -- η --τ, 
等 于 该 方程 组 的 自由 未 知 量 的 个 数 . 


习 题 
1. 在 下 述 映 射 中 ， 哪 些 是 线性 映射 : 
a) [£1, £2,. '' απ] > πμ... , T2, 2ι]; 


b) ων. , Tn] -7 [21, ον. , Th | ᾽ 
ς) |[21, 22»: … , Tn| 3 [21.21 {22.-:' yl 十 22 十.… 十 wn|. 
2. 证 明 
1 ma mY b+ πιο 


mb 


ο Ὁ 人 
ο - 5 
| 
αν) 
μα 


ΑΚ 46 δε 


0 一 1 15 
3. 验证 ( ) =5 
1 --ἶ 


4. 马尔 可 夫 (或 随机 ) 算 阵 在 应 用 中 十 分 重要 : 
P= (pi), pi;>0, ΣΣ =1, 1=1,2,..,n. 
7 二 1 
由 马尔 可 夫 算 阵 确定 的 线性 变换 pp 通常 作用 于 概率 列 向 量 : 


其 一 [zt πι, σι 2 0, ὃ αι 一 1. 
i=1 
从 下 述 论 断 可 见 ， 这 些 来 自 于 自然 科学 问题 的 定义 是 协调 的 论断 ， 即 便 对 η -- 2, 也 需 
要 证 明 . 
a) 4 已 E Ma( 取 ) 是 马尔 可 夫 的 ， 当 且 仅 当 对 任意 概率 向 量 Χ,ΡΧ 仍然 是 概率 向 量 (此 
处 PX Ξ φρίΧ)). 
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b) 如 果 Ρ 是 正 的 马尔 可 夫 拭 阵 ( 即 Vi,j， ρυ > 0), 那么 任意 概率 向 量 外 对 应 到 正 的 概 
率 向 量 已 X{ 所 有 的 分 量 严格 大 于 ο). 

ο) 如 果 已 和 ϱ 都 是 马尔 可 夫 矩 阵 ， 那 么 矩阵 ΡΟ 也 是 马尔 可 去 矩阵. 特别 地 ， 马 尔 可 夫 抵 
阵 的 任意 次 方 罕 P* 是 马尔 可 夫 矩 阵 ， 

5. 若 


-:. 二 一 
jt 
| 
--ι 
| 
jr 


求 :H.H. 
6. 由 Sn 中 的 n ΡΑΣ ( 见 第 1 章 58) 确定 的 置换 算 阵 ( 行 单位 阵 Εν) 为 


0 0 :.. 0 1 

1 0 ::. 0 0 

0 ... 0 
P= ， 

0 0 0 0 

0 0 1 0 


验证 Ρ -- [. 
7. 对 于 任意 两 个 m xn 461 Α ἤα Β, 证明 


rank(A+ Β) ς rankA + rankB. 
8. 对 于 任意 的 πι χο 4͵ε Αα αχ π ἀβ[ ,证 明 

rankA+rankB—s < rankAB. 
9, 设 A, B,C 是 n 阶 方 阵 ， Ἐ ABC = 0, 则 


rankA+rankB + rankC < 2n. 


10. 4ΒΜ. 
TI1Y1 τινα 1’ 1 Ί/τι 
Α T2Yy1 2282 LT2Yn 
Tnyi Tny2 Tnyn 
的 秩 ， 


提示 ; 4 三 [1 ,Ση)(θι,"'' yn 
11. 若 4=(aii) 是 非 退 化 对 称 拭 阵 (ΠΡ αἰ; 二 αἲι), 证 明 4 ” 也 是 对 称 和 矩阵 . 
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12. 设 
9 4 3 2 1 
2 3 2 1 
4 8 6 4 2 3 6 4 2 
Α-} 36963|, ε- | 
4 8 6 3 
2 4 6 ὃ 4 
2 4 3 2 
1 2 3 4 5 
求 ΑΓ} ”和 一， 
13. 验证 
ο) ὂ --1 1 过 --ὂ 
4=(" | να -- νο {0-54 -x( - 1 ) 
特别 地 ， | 


| _b 
ος 4 ). 


如 果 ad 一 bc 二 0, 4- 存在 吗 ? 
14. 证 明 任 意 算 阵 


A= (a) 


A?=(a+d)A— (ad- bc)E (23) 
(换言之 ， 4 是 二 次 方程 7 一 (a 十 djz 十 (ad 一 bc) -- 0 的 一 个 “ 概 ”). 
15. 如 果 ad 一 bc 关 0, 运用 关系 (23) ἘΦ ΑΠ’. 


ΤΊ 2 
16. 证 明基 ( “ ， ο |) -0. 
ο ἆ ο ad 


17. ΒΘ Τα. 设 m x s 658 义 被 水 平 线 和 坚 直 线 划 分 为 块 (或 长 方块 )， 


满足 关系 式 


Nil Xi2 .:: Χικ 
和 X21 Χ Χακ 
Xn Xi Χικ 


这 里 Χιι,:::,Χικ ἈΠ Ἧι 148 (πιι Η--:: {ει -- πι), 而 Xi) 有) 都 是 5; 24ἱ4ΕΗ 
(61 ἠ- --- --- ϐς -Ξ 9). 


如 采 
Ὑπι Yi2 κ 
yy Y21 Το Y2r 
Υκι κο kr 


及 一 个 sxn 4ΕΗΕ, 它 的 块 γη 9 μι δι X nj (Τι 十 :十 7 二 τι), πας FZ = XY 是 有 意义 
ὐ,  Η4ΕΜ. Z 二 (zij) 可 以 分 块 计算 ， 它 的 块 Ζι; 可 按 公 式 (7) 形式 地 写 出 : 


δι} -- Χιιγι} + Ki2Y2; + + Χικγκη. 


-84. ου 和 矩 阵 


τ ΤΑ͂Σ ιν yy 的 阶 所 满足 的 条 件 ， 来 积 Χιγν; 也 是 有 意义 的 .和 阵 的 分 块 法 即便 在 最 简单 
的 情况 下 也 会 带 来 方便 ， 例 如 


(5 4 )( A |-ί 0 45 
0 Ρ -Ε Β/} Λ-Ε Β ) 
此 处 Α,Β,Ε, ΟΕ Μπ(β)(Ε  ΦΦ4ΡΗ, 0 4ΕΡΕ). 
18. 4-48 
X= (ση) € Μπ(Ν), T= (ἐν) € Mn (R). 


ΗΡΙ ΤΛΑΕ Χ 得 到 行 半 (1),'…… ,XX(n) 的 线性 组 会 ， 而 右 匀 得 到 列 ΧΟ) ...Χ{ {Π9Κφεέαδ', 
特别 注意 到 如 果 | 


1 tl» τι ἔ1τι 
πο. ΣΣ !2m 
ο 0 0 1 
κ. τ. Ξ. 4 1ΕΗ., πὶ 
Χρ Γιο Χο) Γ.Γ ἔιπ Χα) 


Χ ο”. 
ΤΝ (2) 二 二 tan 人 A cn) 


Χρ) 
是 从 Χ 经 过 一 系列 〈 了 ) 型 初等 行 变换 得 到 的 矩阵. 


第 1 章 84 的 公式 (3) 和 (9) 给 出 了 当 n= 2,5 时 未 知 数 与 方程 个 数 均 为 n 的 线 
性 方程 组 的 解 ， 这 使 人 想到 对 于 任意 目 然 数 mw, 类 似 的 求解 公式 是 否 存 在 的 问题 . 

归根 结 底 ， 我 们 需要 的 是 对 所 论 公 式 中 分 子 和 分 母 的 正确 解释 ， 我 们 将 说 明 起 
样 将 它们 看 作 从 τι 阶 方 阵 的 集合 到 实数 集 Κ 的 一 个 “通用 ” 郑 数 det : Mn(R) 一 民 
的 值 . 函数 det( 行 列 式 ) 的 有 效 构造 也 将 给 出 对 第 2 章 提 出 的 其 他 许多 有 关 短 阵 问 
题 的 回答 ， 事实 上 上 ， 行 列 式 理 论 在 数学 中 的 作用 远 比 我 们 涉及 的 问题 广泛 ， 并 且 这 
一 理论 的 每 一 种 应 用 都 引出 了 行列 式 自 身 的 构造 方法 ， 其 中 最 目 然 的 方法 之 一 是 几 
何方 法 ， 它 基于 “矩阵 行列 式 与 多 维 图 形体 积 ” 以 及 外 ? 形式 的 类 比 ， 因 为 需要 更 
多 的 技巧 ， 故 而 我 们 将 采用 “分析 ” 方法 ， 仅 在 开始 时 借助 于 几何 直观 . 


81 行列 式 : 构造 和 基本 性 质 
1. 几何 背景 ”在 引入 行列 式 的 一 般 概念 之 前 ， 暂 时 忘记 我 们 的 任务 ， 先 来 计算 


最 简单 的 几何 图 形 -一 平行 六 面体 的 体积 。 τι 阶 方 阵 A = (αὐ) 对 应 于 一 个 平行 
六 面体 


}]ω -- ] 1(4Y, ΑΘ, ενος ΑΟ}, 
它 的 边 由 矩阵 的 列 ΑΟ) Α9).... Απ) 即 向 量 (或 点 ) Α0) = [αι], az απ] € R" 
给 出 . Π(Α) 可 以 看 作 是 ΚΓ 中 的 一 个 子 集 ， 由 形 如 


z14 二 十 Zn θςσσις1 


的 点 组 成 (在 具有 直角 坐标 系 的 空间 中 ,我 们 将 列 阿 量 及 其 端 氮 视 为 同一 ). 当 n=1 
时 ， 平 行 六 面体 叫 作 线段 ， 而 n == 2 时 叫 作 平 行 四 边 形 . 

τι 维 平行 六 面体 的 体积 υ(Π(Α)) 由 归纳 法 定义 为 它 在 到 "中 的 (n 一 1) 维 底 边 
的 体积 υ(π(Α),..., Αα Ὁ) 与 点 Αἵ) 到 底 边 所 在 超 平面 的 垂 线段 的 长 度 h 336 
积 . 例如 线段 (n = 1) 的 体积 是 它 的 长 度 ， 平 行 四 边 形 (η = 2) 的 体积 是 它 的 面积 ， 
我 们 现在 不 讨论 度量 体积 的 一 般 理论 . 


"86 - που τ 列 πὶ 
直接 计算 表明 ， 不 计 符 号 


N=2: υ (Πω0, ΑΘ) 一 


Q11 012 | 


αι ἄἆρορ 


U11 QQ12 QQ13 (1) 
n=3: v (TI(4®, 4®, 4%)) = U21 U22 0423 


Ud31 U32 033 


(2 阶 和 3 阶 和 矩阵 的 行列 式 由 第 1 ΞΕ 84 公式 (2) 和 (8) 给 出 ). 

对 于 任意 排列 的 多 个 点 ΑΟ Αι. ,无条件 地 保留 形 如 (1) 的 公式 是 一 件 诱 
人 的 事情 ， 如 果 运 用 有 向 体积 的 概念 ， 允 许 平行 六 面体 的 体积 取 负 值 ， 这 件 事 就 有 
可 能 实现 . 

例如 当 n == 1 时， 线段 


a 0 


的 有 向 长 度 取 a < 0. 当 n = 2 时 车 有 序 向 量 (Α“), Α65)) 与 基 疝 量 (ει, ἐε2) 在 平面 
R? 上 的 定向 一 致 ， 平 行 六 面体 (4A, 4(2)) 的 面积 取 正 号 ， 否 则 取 负 号 . 在 这 样 的 
意义 之 下 ， 自 然 导 出 了 公式 (1), ΗΕ π ΙΑ Α 的 行列 式 |4| 可 看 作 平 行 六 面体 
的 有 问 体 积 ， 记 作 : 

det Α--υ (Πω) | 


与 标准 列 Ε5) = [0,… ,1,… ,0] 相应 的 基 向 量 ε 使 得 
AW = φα(ΕΟ)], 


它 是 基 向 量 e; 在 线性 变换 ρα: X 一 ΑΧ 之 下 的 像 ( 见 第 2 章 53). 故 平行 六 面体 
Π(Α) 是 单位 立方 体 Π(Ε) 在 线性 映射 ρα 之 下 的 像 ， 而 因为 υ(Π(Ε)) = 1, 行列 式 
det pA = det 4 等 于 有 向 体积 的 变换 系数 ， 事实 上 ， 应 用 ga, 可 以 将 任意 图 形 的 有 
回 体 积 ， 不 仅 是 单位 立方 体 ， 转 化 为 det A( 见 [ΒΑΤΠ]). 

现在 我 们 易于 列 出 检验 的 平行 四 边 形 有 向 面积 的 一 些 性 质 : 

1) υ(Π(Α5), Α0})) = --υ(Π(Α9}, AW)); 

2) v(IHI(AD + λα, AD)) = υ(Π(Αΐ1, Α0))): 

3) υ(Π(Ε}) = 1. / 

性 质 1) 和 3) 前 面 已 谈 到 过 ， 人 性 质 (2)( 当 τι = 2 时 ) 的 图 解 见 图 14, 它 基 于 二 
角形 的 全 等 . 当 m > 3 时 , 平行 六 面体 体积 的 性 质 1) 一 3) 不 是 非常 直观 ， 然 而 无 论 
从 任何 途径 引入 行列 式 理论 ， 都 应 当 满 足 上 述 三 条 性 质 ， 这 一 事实 是 完全 清楚 的 . 
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此 外 ,我 们 还 需要 得 到 行列 式 的 其 他 一 些 性 质 ， 比 如 用 于 对 任意 给 定 的 方 阵 4 计算 
det Α, 从 而 计算 υ(Π(Α)), 它们 在 算法 上 是 可 行 的 且 易 于 实现 的 . 


= 
7 |------ 一 (1) 
(2) A +44 


(2) 


图 14 
2. 组 合 一 解析 方法 ”两 个 外 观 相 近 的 符号 


11 Ωι12 αι αιι 19 ln 
αι «529 αρῃ οι W295 on 

Α- det Α -- (2) 
πι Un2 Qnn απι Un2 Cnn, 


对 于 我 们 并 不 陌生 ,我 们 以 后 将 经 常 地 使 用 这 两 个 有 本 质 区 别 的 符号 . 其 中 若 4 是 
一 个 填写 了 系数 (通常 为 数 ) 的 正方 形 表格 , 那么 这 个 表格 的 n 阶 行列 式 以 两 条 垂直 
线 为 界 ， 它 是 一 个 属于 矩阵 4 的 数 (或 表达 式 ), 由 下 述 的 完全 展开 式 Ἐν. 


det 4 -- Σ᾽ Εσαισ(1) ἄλσ(») '"' ἄπσ(π): (3) 
σςώι 

Μπ, ΜΕ 4 = (αι) 的 行列 式 det4 是 取 目 不 同行 ， 不 同 列 的 系数 αἰ; 的 所 有 可 
能 乘积 的 代数 和 .在 每 一 个 乘积 中 ， 因 子 按 照 行 脚 标 的 脐 序 书写 ， 而 列 肚 标 由 行 肢 
标 在 置换 σ ε δι 中 的 像 σ(1), σ(2),::: ,ol(n) 确定 . 在 这 种 记 法 下 ， 和 式 (3) 中 共有 
nl 项 ; 对 应 偶 置换 的 各 项 取 正 号 ， 而 对 应 奇 置 换 的 各 项 取 负 导 . 两 种 加 项 的 个 数 相 
等 ， 均 为 ni/2, 与 第 1 章 88 的 关系 式 (11) 一 致 . 

简单 的 验算 表明 ， 当 n==2 和 n= 3 时， 公式 (3) 与 我 们 已 知 的 表达 式 相 同 . 
设 n=4 且 co = (12)(34. 则 ες --1, 1Π αἱ σι α2 σ(2 93, σ(8γ44,σ(4) 一 012021034443. 这 
就 表明 ， 在 四 阶 行列 式 中 ， 加 项 a12421434a43 取 正 号 . 仔细 地 写 出 4 阶 行列 式 的 全 
部 24 项 ， 并 注意 观察 符号 的 分 布 是 一 个 有 益 的 练习 ， 可 以 导致 对 第 1 章 58 内容 的 
切实 掌握 ， 当 n = 5 时 写 出 5 阶 行列 式 120 项 的 练习 看 来 不 是 十 分 必要 .根据 第 1 
段 的 看 法 ， 我 们 希望 作为 出 发 点 的 公式 (9) 可 以 对 任意 阶 行列 式 提炼 出 我 们 需要 的 
所 有 的 性 质 . | 

3. 行列 式 的 基本 性 质 ”行列 式 的 性 质 不 多 , 但 是 为 了 表述 ， 主 要 是 为 了 理解 它 
们 ， 需 要 约定 一 些 术 语 和 符号 . 
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以 后 我 们 沿用 第 2 章 的 符号 体系 ， 用 


Αρ = (gil, Qi2,* , Qin )， 1 一 1 2 ; Τὺ, 
Α9) = [αι] Qa2; +** πη], ] = 1,2,..*. ,Nn, 
分 别 表示 矩阵 4 = (αι) 的 第 i 行 和 第 171. 矩阵 4 本 身 既 可 以 写成 以 行为 元 素 的 
矩阵 
ΑΞ 144a ,Aln)| 


( 即 各 行 排 成 的 一 列 ), 亦 可 写成 以 列 为 元 素 的 忠 阵 ; 
A = (AW, ΑΦ... , Am) 


( 即 各 列 排 成 的 一 行 ). 我 们 约定 ， 以 后 也 可 以 将 τι x n 甜 阵 4 的 行 和 列 称 为 n 阶 行 
列 式 |aij| 的 行 和 列 . 

根据 定义 ， |=det(determinant 的 缩写 ) 是 一 个 函数 ， 它 把 方 阵 4 对 应 到 一 个 
数 14| = det 4, 我 们 的 任务 是 研究 当 改变 矩阵 4 的 行 和 列 时 ， 这 个 函数 如 何 变化 ， 
这 里 将 行 和 列 看 作 线 性 空间 R" 中 的 元 素 (向 量 ). 如 果 需 要 ， det 4 可 简 记 作 m 个 
变量 的 函数 det[44…: ,4m]( 见 第 1 章 55 第 2 段 ), 或 者 det(40)…… , 4"™), 变量 
是 R” 中 的 向 量 . 

一 个 函数 : [40),… ,4m] -» D(40…… Αα) 叫 作 多 重 线 性 的 , 如 果 它 在 
每 一 个 分 量 4 上 都 是 线性 的 ， 也 就 是 说 


D(A ,oA + BA Αρ) 
= aD(40D Alyy ,Am) + BD(AD, Al, ΑΘ) 


(与 第 2 πε 59 的 第 1 段 比较 ). 如 果 


D(U40D , AG), Αανυν τν Am) 
一 —D(A(1),… . Αν) A , Acn)), 1 < 2 < TC— 1, 


则 称 函数 D 为 斜 对 称 的 ( 见 第 1 章 88 第 4 ΒΕ) 

注 记 1 从 线性 函数 的 定义 ( 见 第 2 ΞΕ 83(4)) 可 知 , 函数 D 是 多 重 线 性 的 , 1Η. 
[14 ΓΕ ΠΕ Ααγ,--:, Αα. 1), Α-γι)»'''»Α(ω) 以 及 Αω = 半 = (Zn 我 
们 有 


(4) 


Ῥ( Αρ, εν ,Acn)) = αισι-- CQ272 二 二 QnTn, 


其 中 Qi,:… ,an 是 不 依赖 于 x1,… ,zn 的 纯 量 . 
注 记 2 多 重 线性 函数 了 的 斜 对 称 性 等 价 于 D 满足 关系 式 


(ΑΟ)... Αι 9)» Χ, Χ, Ai+2) ) , Aln)) =0,1<i<n— 1. (4) 
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事实 上 , 在 (4) ΠΗ͂Σ 46;) = h(i41) = Χ, 我 们 得 到 (4, 反之, Βα Χ-- Α“ Αγ), 
由 于 卫 的 多 重 线 性 性 ， (4) 导出 了 关系 式 


D(.… ; A, Αγ’) + D( Αγ, Αγ 11) 
+D(:. , A), Αγγ} + DC, Αρ Άγθι---) 
-一 Ῥ(: .. .Αρ 十 Αρτ: Αρ) 十 Alis1)) "* -) -一 0. 


式 中 的 前 两 项 为 零 (在 (4) 中 分 别 取 XX = Αω Ἡ Χ - h(i41) 即 可 ), 所 以 后 两 
项 的 和 为 零 ， 得 到 关系 式 (4). 

同样 的 定义 和 讨论 亦 适 用 于 列 向 量 函 数 D(A40,… ΑΓ), 更 一 般 地 , 斜 对 称 性 
条 件 (4) 适用 于 任意 明 数 Ῥ: M" 一 以 ,其 中 Μ' 是 集合 M 的 笛 卡 儿 窒 ， 我 们 再 一 
次 指出 ， 根 据 第 1 章 引 理 2, 当 交 换 两 个 自 变 量 的 位 置 时 ， 斜 对 称 函 数 变 号 . 

注意 到 在 公式 (3) ἡ, πε 4 的 行 与 列 的 地 位 乍 看 起 来 是 不 平等 的 ， 但 如 果 交 
换 4 的 行 和 列 ， 则 有 转 置 是 阵 “4( 见 第 2 章 83, 第 3 ΒΝ). 因而 要 进行 一 下 两 个 值 
det 4 和 dett4 的 比较 .答案 由 定理 1 给 出. 

定理 1 任意 方 阵 4 及 其 转 置 ?4 的 行列 式 相等 ， 


det :A = det Α. 


证 明 4 4 = (αμ) 4 = (αι), 此 处 αἱ; = aji，” 并 注 世 到 对 任意 数码 κε 
{1,2,-.…- το} 和 任意 置换 πες Sn,k 一 πίπ-}ἰε). 我 们 发 现 乘积 Q1 π(1) στα π(ῃ) 中 
的 有 序 因 子 在 置换 πι 的 作用 下 给 出 


ar-i0)ir-itr0 mr-itnjr-itro)  ἃπ-ιίγι΄'"ἃπ-1ίῃγῃ 
一 17r-1(0) ἅππ- 1): | 


如 果 再 考虑 到 ET 一 sr-ii( 事 实 上 En ἔπ-ι — ἕἔππ-ι 一 上 Ee 一 1), 而 {π-||π ς Sn} 一 
{π|πΕ δι) = 95n( 因 为 rm 一 T 是 从 Sn 到 目 且 的 一 个 一 一 映射 ), 那么 根据 公式 
(3) 有 


t A. / , Ω’ = >》 / κα’ 
det 4 -- | Επ αι πι)  ἅππ(π) 一 επι ἅπ-1(1) 1 απ (η) 
πε πετ 


= 》 so αιισ(ι)'""ἄπισ(η) = det Α. σι - 
σε 

注 记 3 和 定理 1 的 论断 表明 ， 如 果 行 列 式 满足 某 种 相对 于 行 (或 列 ) 的 性 质 ， 那 
么 该 性 质 相 对 于 列 (或 行 ) 也 被 满足 

定理 2 定义 在 集合 ΜΕ) 上 的 函数 det : 4 一 det4 具有 下 述 性 质 . 

Dl. det 4 ἆ4ΕΜ 4 的 行 的 斜 对 称 函 数 ( 即 交 换 任 意 两 行 时 ， 行 列 式 变 号 ). 

D2. det 4 是 矩阵 A 的 行 的 多 重 线性 函数 ( 即 和 矩阵 4 的 行列 式 是 它 的 任意 一 行 
Αν 的 元 素 的 线性 元 数 )， 
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D3. det E -- 1. 

证 明 1. 设 和 是 由 和 交换 行 Α.Α. 得 到 的 矩阵 ， 也 就 是 说 Α.Ο Αω. 
Αρ 一 Als), Ali -- ht) 若 1 关 st 将 任意 置换 Te δη 写成 7 = or 的 形式 ， 其 中 
τ = (st) 是 一 个 对 换 ( 见 第 1 章 5838 3 段 公式 (100) 关于 置换 Ri 的 确定 ), 我 们 有 


det Α΄ = γ᾽ επ αι π(ι) ”Cn η, π(π) 
πες ον 


= 》， Εστ αι στ(1) ἂν ο στ(ς) ται ,OT{(t) ‘an ,OT(n) 
σε οι 


= DY, εσταΊ,σ() 0,0) "(ο)" ᾱρισ(η) 


OESn, 


一 2, ἕΕστ 401 σ(1) .. 4: σ(ε) -""ἀρσ(α) ἄπ,σ(π) 


σερ 
一 一 Σ᾽ tg 1 σ(1) ''"ἅπισ(π) 一 一 det Α. 
σε 
12. = (αι), ΗΑ Αρα = 入 A 十 入 A); 其 中 撒 号 指出 了 辅助 算 阵 


4 = Αι) Ας ν), ΑΏ» ΑΟ» Απ)» 
Α΄ = [A Ας Ὁν Αμ» ALD 4 
根据 条 件 
αχ} 一 入 ay 十 入 ak， 了 一 1 2 ντι 
基于 注 记 1,det 4 关于 第 上 上行 Αι 的 元 素 的 线性 可 以 给 出 下 述 论断 ， 由 定义 
det[Ac),.…: ,Ack),:.. ,Acn)] = det A 


2, εσαισ(ι) ''"ακισ(κ) "Analn) = Ὁ, PoQk,olk) 


σεδη σεθηῃ 


其 中 po,o € δι, 是 系数 ， 它 不 依赖 于 行 A(x) 的 元 素 . 将 脚 标 满足 o(k) = j,o € δη, 
的 ps 合并 同类 项 ， 并 设 ay - 5 ρου, 我 们 就 得 到 了 所 需 的 线性 


cp) 一 7 
Τι. 
det[-… ,Ack), .| = δώ, 


det[:-- ΧΑ + XN Αμ» ο Σαλ aky Ελ αι) 
ΜΝ 


一 入 oo 十 入 Σ ανα 


-- X ἀεί[- - Αμ" Ελ» ΜΝ Α(ων | 
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[8 Ἐ «: 
det 4 一 入 det4 -- λ" det A”. 
D3. 显然 ， det E = ΥΠ Εσδι σ(1) κ. δε, σία) 


σξδῃ 


一 ξεδι 1 “ Onn -- 1. Γ] 


定理 2 列 含 着 儿 个 简单 的 结论 ， 我 们 简 述 为 行列 式 的 性 质 ， 但 我 们 将 在 更 广泛 
的 情况 下 ， 对 具有 性 质 D1~D2 的 任意 函数 D : Μπ(Β) 一 到 进行 证 明 . 
D4.， 设 4 € Μηίβ),Λλε . 则 


det λΑ = λ” det Α. 
证 明 对 下 标 为 1,2,… 的 行 依次 运用 性 质 D2, 我 们 有 


(λΑ) = ΡΙλΑ(), NMA), ,Ah4m] = λῬΊΑαγ, A402), ,和 A) 


= XD[Ay, Αωγ''' »λΑρω| = = "ῬΑ ΑΟ... Άχοὶ 
= A*D(A). D 
D5. 有 一 行为 替 的 行列 式 等 于 0. 
证 明 设 Αρα -- (0, ο. , 0), 那么 也 有 2Alx) 一 (0, 0, ΠΠ , 0). 根据 D2, 
D(A) = 了 D[4 , Αγκγ»-:» Αη] 
一 DIA ΠΠ 2 Αρ, τ; ,An)] 
-- 27DP140) ,Acp),: 4 = 2D(4), 
从 而 D(A4) = 0. Γ 


Ὀθ. 如果 在 方 阵 4 中 有 两 行 相同 ， 则 4 的 行列 式 等 于 0. 

证 明 取 满 足 性 质 DiI~D2 的 任意 函数 D， 在 4 中 交换 两 个 彼此 相同 的 行 
Α(9)»Α(Ω, 我 们 仍然 得 到 矩阵 Α. 另 一 方面 ， 由 于 D 满足 性 质 D1,D(4) 的 值 变 号 . 
这 样 D(4) = --Ῥ(Α), 从 而 2D(4) = 0, Ῥ(Α) =0. 0O 

ΡΤ. 如 果 对 行列 式 的 行 施行 (I) 型 初等 变换 ， 其 值 不 变 . 

证 明 ”考察 施行 一 次 初等 变换 的 情况 就 足够 了 .， ὑΣΆΕΕΕ Α’ 是 由 矩阵 4 的 第 +t 
行 乘 以 加 到 第 s 行 上 得 到 的 ， 由 于 D 的 性 质 Dl 和 D6, 我 们 有 


DA) = DA, ,Acs) + MA , An)) 
-- D(.…: ,Acs ) + AD(:… Αι Α-γ''') 
--Ῥ(Αῃγ,''' , Α(π)) 


= D(A). 口 


注 记 4 上 述 证 明说 明 ， 满 足 性 质 Dl1~D2 的 任意 函数 D : Mi,(R) 一 及 亦 满 足 
性 质 D4 一 D7 (将 记号 det 换 成 Ῥ). 


92” δουν Ἡτ 2 5ὶ 


命题 1 设 
αιι αι» αι 
- 0 7 
Α- 229 Wr, (5) 
0 0 Gnn 


Ἐ--λ- πμ ἘΞ 451, ΕΕ ΕΣΡ Ε, Η Ὅ: ΜΙ(Ε) 一 民有 是 满足 性 质 DI~D2 的 
任意 函数 ， 则 


D(A) 一 刀 ( 五 )5110o22 "+ Cnn. 


证 明 根据 注 记 4, 我 们 可 以 运用 性 质 D2 和 ΠΤ. 根据 D2, 将 ann 移 到 符号 
DD 外 : 


ἂ1ι αι τι--1 Qin 
D(A) --- dnn Dl Ν ). 
0 απ- Ίντι 1 Wn-l1,n 
0 εν 0 1 


现在 对 4 施行 11) 型 初等 变换 ， 从 符号 卫 内 和 窍 阵 的 第 i 行 减 去 最 后 一 行 导 din 的 乘 
πι. 这 时 最 后 一 列 的 元 素 变 为 零 ( 除 ann = 1), 而 矩阵 中 所 有 其 他 的 元 素 保 持 不 变 . 
对 所 得 和 矩阵 的 倒数 第 二 行 施 行 同 样 的 论证 ， 等 等 . 依 序 施行 一 次 , 元素 αι 提 到 符号 
D 之 前 ， 论 证 重新 开始 .施行 ”次 之 后 ， 我 们 确定 


1 0 
D(A) -- ἅπῃ 01 了 (| -:----------- ), 
0 1 
即 为 所 求 . 口 
推论 如 果 4 是 形 如 (5) 式 的 和 矩阵， 则 
det A = 111399 ἅπῃ. (6) 
证 明 因为 det Ε -- 1( ΕΠΙ D3), 推论 直接 由 命题 1 得 到 . Γ 


公式 (6) 也 可 以 从 后 面 更 一 般 的 结论 得 到 ， 先 给 出 下 述 
定义 ”从 矩阵 4 = (αι) 中 去 掉 第 i 行 和 第 1 列 得 到 的 十 阵 的 行列 式 记 作 ΜΗ, 
称 为 矩阵 4 的 对 应 于 元 素 αἰ; 的 子 式 . 数值 Αι; = (--1) Μι 叫 作 元 素 αι; 的 代数 


余子 式 . 
命题 2 车 
Ql G12 αιπ 
Ὁ &a α 
一 22 2γι | 
0 Wn2 nn 
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det A = αιι Μι 一 αιι Αι. 
证 明 因为 det 4 = dett4( 定 理 1), 又 因为 αιι 是 第 一 列 4 ηπξ- -Η13Ε τὸ 
δν, ισα π(1) 1 ΕΠ, ax(),1 0, 且 


det 4 -- > EnQn(1),1dn(2),2 "Qn(n),n 一 >», ETrCli1Cr(2);2 Urx(n),n: 
TEDn TESn,T(1)=1 


保留 第 1 个 元 素 1 不 动 的 置换 re Sn 的 集合 与 作用 在 {2,3,:… ,n} 上 的 置换 的 集 
合 δι 重合 .这样 ， 


det A = a1l Σ᾽ Εσ ἂσ(λ),2᾿' Qo(n)n 


σε 
19» (12τι 
一 QT | -:--.--..-:.-.. --αιι Μάτι - 
nn nn 


将 命题 2 应 用 于 上 三 角 和 矩阵 Α, 得 到 等 式 det 4 = a11M1i, 其 中 


400 六 
Λλίιι -一 


是 阶 数 比 det A 少 1 的 同类 型 的 行列 式 ， 显 然 由 归纳 法 可 得 公式 (6). 

上 述 性 质 提供 了 较 简单 地 计算 n 阶 行列 式 的 可 能 性 . 方法 之 一 如 下 . 将 矩阵 4 = 
(αι) 用 初等 变换 化 为 上 三 角形 ( 见 第 1 章 53). 得 到 了 形 如 (5) 的 矩阵 Α. 假设 在 过 程 
中 完成 了 4 次 (Ὁ 型 初等 变换 和 若干 次 (I) 型 初等 变换 ， 由 于 后 者 不 改变 行列 式 的 
值 (D7), 而 每 一 个 (D 型 初等 变换 将 行列 式 变 号 (ενα (--1)), 故 det A= (一 1)sdet 4. 
由 公式 (6), 我 们 有 


πα. 


det A = 11ο". Onn. 
这 时 
det A = (—1)iG11G22 "Qnn.- (7) 

得 到 计算 det 4 的 一 种 公式 . 

现在 我 们 来 根据 公式 (7) 说 明 行 列 式 的 性 质 D1 一 D3 所 起 的 作用 . 

定理 3 设 卫 :Mn( 取 ) 一 聚 是 具有 下 列 性 质 的 函数 : 

i) 当 交 换 和 矩阵 Ας Mn,( 民 ) 的 任意 相 邻 两 行 时 ，D(A) Ἐ πι 

1) D(A) 是 生 的 每 一 行 的 线性 函数 (换言之 ，D(4) ΕΜ ΤΑΓΜΑ ΣΑ 
性 函数 ). 
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则 | 


D(A) = Ό(Ε) : det Α. 


证 明 我 们 知道 ， 性 质 i) 等 价 于 说 ， 当 交换 任意 两 行 时 ， 即 在 任意 (Ὁ 型 初等 
变换 下 ，D(4) Επ. 根据 注 记 4,D(4) 具有 人 性质 D4 一 D7?. 特别 地 ，D(4) ΒΤ {ΒΥΕΊΕ 
με 4 的 行经 过 (I) 型 初等 变换 后 不 变 . 

缘 助 初等 变换 将 矩阵 4 化 为 上 三 角形 (5), 其 中 某 些 aa 可 能 等 于 零 . 考虑 到 前 
面 的 事实 ， 我 们 有 公式 ( 见 ()) | 


det A = (--1)4 det A = (--1)1ᾶιι aoz Gnn, 
D(A) = (~-1)D(A), 


其 中 gq 是 从 Α 到 Α 所 做 的 (1) 型 初等 变换 的 个 数 ， 关 系 式 D(4) = D(E) det 4 现在 
可 以 直接 从 命题 1 得 出 . 口 
由 此 可 见 ， 函 数 det 的 性 质 D1-_D3 唯一 地 刻画 了 这 个 函数 ， 基 于 这 一 理由 ， 
我 们 将 它们 列 为 行列 式 的 基本 性 质 . 从 一 开始 就 把 具有 性 质 D1 一 D3 的 函数 D 叫 作 
行列 式 也 是 可 以 的 ， 但 在 那 种 情况 下 就 必须 证 明 它 的 存在 性 ， 对 于 我 们 来 说 ， 存 在 
性 是 由 函数 det 自身 的 构造 一 一 公式 (3) 保证 了 的 ， 
考虑 到 定理 3 今后 的 应 用 , 我 们 没有 在 定理 的 叙述 中 加 入 规范 化 条 件 Ῥ(Ε) = 1. 


习 题 
1. 将 下 还 三 个 变量 的 任 对 称 函 数 Δ“ 一 到 


Atzy 划 王侯 一 ZJ 一 ZU ~ 2) 


写成 三 阶 行列 式 的 形式 ， 

2. 设 4= (aijh),4 -- (αἱ;) Κ/θ}τικτι εξ, Δ,Δ' 是 它们 的 行列 式 ， 在 下 述 情 况 下 比较 
人 入 

8) αἱ; = 2° 7 Qi;; 

Ὁ) αἱ; απ 1-1) 


/ 
Cj Ci 一 他 mm 十 工 一 世人 十 一 了 


3. 证 明 
] 1 1 1 1 
2 1 1 1 
1 3 1 1 pl 
1 1 1 ΤΊ 1 
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§2 行列 式 的 进一步 性 质 


1. 行列 式 按 一 行 或 一 列 的 元 素 展 开 ”有 一 种 计算 行列 式 的 带 用 方法 ， 基 于 逐次 
降低 行列 式 的 阶 数 ， 它 需要 用 到 子 式 Μι; 和 代数 余子 式 Αἱ; 的 概念 ( 见 81 的 定义 ). 
定理 1 κ Α-- (αι) ς ΜΠ(ΙΝ). 下 述 公 式 成 立 ; 


det 4 -- 2》, (--1) τζαι Mi; = ὃ αι) Ai (1) 
i=1 i=1 
(行列 式 按 照 第 了 列 的 元 素 展 开 ); 


det 4 -- 2》, (—1) "ai; Με; 一 Σ᾽ αη Αἱ (2) 
j=1 j=1 
(行列 式 按 照 第 i 行 的 元 素 展开 ). 
με, 4ΗΜ 4 的 行列 式 等 于 某 列 (或 某 行 ) 的 一 切 元 素 与 它们 的 代数 余子 式 
的 乘积 之 和 ， 
证 明 1) 根据 基本 性 质 Dl 和 D2, 行列 式 ( 先 对 应 于 列 ， 而 后 对 应 于 行 ) 满足 一 
系列 等 式 : 


Ω͂11 α1/ in 
Q21 451 (Lon 
det A = 7 
απ] απ] Unn 
C11 1 Ω1τι α11 0 Ulin 
Q21 0 Q2n 191 197 Qon 
= 十 
απι 0 nn απ1 0 nr 
Q11 0 αιπ 
Q21 0 Q2m 
十 …: 十 
Unl απ] Qnn 
αιι αι 0 αι/γι αιπ 
ee 
一 》 | Qil Qij—l1 αι Qi,i+l Qin 
i 二 1 


ψ υ ου αὶ κα « απ « « ὁ « δν 5 ὁ α α « ὃ 5 Ρ υ ε.α" 5".  υ ο ου. 1: 4 4 
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0 αιι αι. {-ι αι γι Q1n 
ot 
-- 一 1 
. (-1Ρ i :1 Ci 一 1 Wi,j+l απ 
?一 | 和 
0 dnl “*， dn,j—1 πι 1-1 απ 
1] αι αἱ ]--ἶ Qi, 1-1 in 
0 all αι ]--ι Q1,j+1 Qin 
2 
. Γ--1)-(1--λ 
ΙΙ ) κα, ... 0 Qj jl Θγ. 1}. --: ᾱ- η 
ἰ-- 1 
τν 
0 απι Un,j—1 απ, 1--ὶ Qnn 


1 
= 》 (αυ Μι,. 
2+ 二 1 


最 后 一 个 等 式 基于 对 符 阵 Α’ 使 用 51 命题 2， 


/ / / 
Ol ἄἱ ': din 
0 α. α. 
22 2 
Α' -- κε. 
Ϊ / 
0 ἄπο Ὁ «πη 


其 中 ai = ai)aia Ξ αν" ,Qin 二 Qin; Μι Μι. 回忆 定义 Αη (0 Μη. 公 
式 (1) ΤΗΕ. 

2) 令 4= (aa = αμ. 我 们 再 次 指出 ， 对 应 于 det “Α ΠΗ 7Ο αμ 的 子 式 为 
Mi; Μη. 用 1) ΙΣΗΣ, ἀειΑ-- det 4= ΣΟ 1 Ta M;; = S(tiayM ἐ» 


1-1 


公式 (9) 得 证 ， 亦 可 直接 引用 $1 注 记 3 简单 地 证 明 . : 
举 两 个 例子 用 来 说 明 行 列 式 的 上 述 性 质 
σι 行列 式 


1 1 1 
ο 2 Ὅτι 
| --- 2 2 2 -- 
ΝΛ, 一 Τ1 Ὁ τ. Ζλ 一 AZlTZ2 , Tn) 
Ti TL» Ὁ γι 


叫 作 范 德 蒙 德行 列 式 , 可 按 公式 
An= ΙΙ (αἱ -τι) (3) 


Ἱςτς]σπ 
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计算 ， 或 更 详细 地 写成 
An = (22 一 Z1)(za 一 0) (Tn σι)(α3 一 2Z2) (Zn -- 22)''' (πι -- Tn) 


(回顾 51 习题 1 与 这 一 公式 的 联系 ). 特别 地 ， 当 元 素 zt … ,zn 两 两 不 同时 ， 范 德 
蒙 德行 列 式 不 等 于 零 ， 它 的 这 一 性 质 经 常 被 用 到 .根据 81 定理 1, 我 们 也 有 


1 αι αἱ χα} 
-1 
1 {9 Ts To 
2 2 
An 一 
1 zn 22 ZP 


现在 对 τι 作 归 纳 法 来 证 明 公式 (3). 假设 当 m < n ΕΙ, πι 可 由 公式 (3) 计算 ， 
根据 性 质 D7, 对 于 每 一 个 i, 我 们 从 行列 式 Au 的 第 i 行 减 去 第 (i 一 1) 行 弱 以 αι: 


1 1 :-.. 1 
0 Πο 一 21 ‘Tn— Ti 
Δι, =| 0 ᾱ2 一 Όρη] ελλ αλ ~ απᾶι 
_1 - -- - 
0 ας! --αρ-7αι εντ. απ απ ὅσα 


现在 将 行列 式 按 照 第 一 列 的 元 素 展开 ， 并 在 所 得 到 的 (π-- 1) 阶 行列 式 中 将 第 1 列 
(二 1,2,…,n 一 1) 的 公 因 子 zj+1 一 Yj; 提 到 行列 式 符号 的 外 面 (行列 式 关于 列 的 性 
质 Dl). 我 们 得 到 了 表达 式 


1 1 1 
2 3 1, 
An 一 (Tn 一 Τι) (Zn 1 一 1) εν; (Za2 一 21) ει 
六 全 一 人 χα αι 
一 (Zn - χι) (Ζη-1 --α1):--(Σ1 -- πι): Δία, 23,':: , 2η), 


由 归纳 条 件 对 最 后 一 个 因子 使 用 (3) πὶ 
Δί(Ζ9,'' ,Xn) = {| (£7 — ας). 


2ς1ς1ςτι 
例 2 形 如 
0 Q12 αι Ω1τι 
一 Q12 0 Q23 Qon 
A= 一 Q13 ”一 Q23 0 Qa3n 


让 
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的 矩阵 4 = (αι) 叫 作 余 对 称 的 (其 行列 式 亦 称 为 叙 对 称 的 ). 换言之 :4 = -4, 考虑 
到 δι 的 定理 1, 我 们 有 


det A = det ‘A = det(-A) = (--1)" det Α. 


从 而 [1+ (-1)*-!] det 4 = 0. 当 是 奇数 时 ， 得 到 det 4 = 0, 即 任意 奇数 阶 斜 对 称 
甜 阵 的 行列 式 等 于 零 

2. 特殊 矩阵 的 行列 式 ”如 果 和 矩阵 4 的 元 素 中 有 较 多 的 零 , 并且 它们 的 位 置 “ 较 
好 ”, 那么 计算 行列 式 det 4 比较 容易 .在 某 些 情况 下 这 样 的 直觉 可 以 导致 准确 的 公 
式 ， 例 如 我 们 知道 ( 见 81(6) 式 )( 上 或 下 ) 三 角 和 矩阵 的 行列 式 等 于 主 对 角 线 上 元 素 之 
积 ， 另 一 个 重要 的 特殊 情况 是 

定理 2 设 m+n 阶 行列 式 吕 在 前 n 列 与 后 m 行 的 交叉 处 为 0, 则 有 下 述 


ΑΝ Α 
Ω͂1 1 diln Ul,n+l 41 π- πι 
αιι QIm bii bjm 
Cnl Qnn Cn, nl anntm | 
ο . Σε Ω bii [| δινη 
{1ῃι 1 nn bmi bmm 


(等 式 左 边 的 行列 式 叫 作 准 三 角 的 或 带 有 零 角 的 行列 式 ). 

证 明 首先 固定 nt 十 rm) 个 元 素 aii 并 将 行列 式 D 看 作 元 素 ὃκι 的 汞 数 ， bx 
组 成 一 个 m 阶 方 阵 Β. 因而 所 得 函数 可 看 作 秆 阵 B 的 函数 : D = D(B). 

显然 ， 行 列 式 Ρ 关于 后 πι 行 的 多 重 线性 性 质 和 和 斜 对 称 性 ， 等 价 于 D(B) 天 
于 B 的 行 有 同样 的 性 质 ， 这 就 意味 着 将 81 定理 3 应 用 于 D(B) 是 合理 的 ， 因 此 
D(B) = Ό(Ε) det B. 根据 函数 Ὁ 的 定义 ， 我 们 有 : 


αι] Qn 也 Im 二 1 1 Πτι 
nl α απ nl αι ni+m 
D(E) -- Τη ΤΈΤΙ Τε ΤΙ. 
0 0 1 0 
0 0 0 1 


按照 最 后 一 行 展 开 DPD(E)( 见 公式 (2)), 然后 按 倒数 第 二 行 展 开 等 等 . 重复 这 一 算法 πι 
次 ， 我 们 得 到 ῬίΕ) = det 4, 其 中 
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最 后 有 D = D(B) = det Α. det Β. 口 
使 用 新 符号 可 将 定理 2 的 公式 写成 更 紧凑 的 形式 
| ας ~ det A .det Β. (4) 
ο 8 


其 中 Α,Β ΕΠΗ, ΠΠ 0 和 C 是 长 方 阵 . 
将 81 的 定理 1 和 定理 2 结合 起 来 ， 或 使 用 定理 2 的 证 法 直接 论证 ， 易 得 


det Α 0 -- det 4 .qdet ΒΗ. 口 
; B 


当 我 们 试图 写 出 行列 式 加 | ' ) 的 表达 式 时 ， 旋 即 得 到 了 一 个 简单 的 反 


例 | - -1. 问题 在 于 符号 ， 为 了 得 到 正确 的 结论 ， 必 须 交 换行 或 列 ， 将 矩阵 


C 4 Β ϐ Α.Ο 
(2 ͵) 4 人 ας .... 


更 简单 的 方法 基于 已 使 用 过 者 干 次 的 41 定理 3. 事实 上 


i ( © κ 1 ) aa 
ΒΗ 0 Ε 0 


其 次 运用 公式 (2)m 次 ， 得 到 


Ql :: Qin 
六 
; A α a 
det πι nn 
EE», 0 1 0 0 0 
0 ... 1 0 ... 0 


-- (一 1 二 2) 二 人 mn 十 4 十 二 nm 十 2 det 4 -- (一 mm det ΔΑ. 


最 后 ， 如 果 Α, 8 分 别 是 n,m 阶 方 阵 ， 则 


ἂν ( C | --(-1)'' det A. det Β. (5) 
5 0 


公式 (4) 和 (5) 包含 在 关于 行列 式 展开 的 拉 普 拉 斯 一 般 定理 中 .但 这 个 定理 的 
使 用 面 较 罕 ， 我 们 就 不 再 讨论 了 ， 留 给 好 学 的 访 者 作为 下 一 市 后 面 的 练习 . 
关于 矩阵 的 行列 式 在 理论 方面 最 重要 的 论断 是 
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定理 3 ΑΠΡ πβΙΙΕΕ, Μι 
det ΑΒ = det A ἠοῖ Β. 


证 明 根据 第 2 章 83 公式 (7) 和 (9), ΠΙΕΛΧΕΆΕ ΜΕ (cij) = ΑΒ = (αι) (bij) 的 系 
数 οὐ 用 矩阵 4 和 B 的 系数 表示 出 来 ， 第 i 行 (4B)(i) 写成 下 式 


ΑΩ ΡΟ) = 》 aakbkj 
κ--] 


固定 矩阵 Ε, 任 取 上 定 阵 Α, ἃ 
Dp(A) = det AB. 


我 们 证 明 ， 吗 数 D = Ds 满足 81 定理 3 的 条 件 ) 1). 事实 上 ， 将 Αι 5 Α0 
交换 位 置 ， 由 于 给 阵 ΑΒ 的 第 ο 行 和 第 tt 行 形 如 


(Ats) Β΄, .. ΑΒ 53), 
(Ακ BY,... , Αα BWM), 


那么 (ΑΒ) 5 (ΑΒ)ω 也 交换 了 位 置 ， 于 是 根据 定理 1. 


D(:… Αθ , Αθ...) = D(A) 
一 — det|.:: (ΑΒ): (ΑΒ): 
πο”... 


进一步 ， det ΑΗ 是 第 1 行 (4B)G) 的 元 素 的 线性 函数 : 
det ΑΒ = λιΑ[ρ BY + λοΑ BD + + πάρ ΒΡ. 
所 以 
了 ΤΊ. ΤΕ 4} Τὸ Τ 
D(A) = 》_ A ὃ αικδκ 一 } -αικ ὃ Nbg; 一 ὃ WkQik, 其 中 µε = > Njbg 是 
大 一 | k=1 1Ξ-ὰ k=1 


j=1 


一 个 纯 量 ， 它 不 依赖 于 和 窍 阵 4 的 第 i 行 的 元 素 . 

我 们 看 到 Ῥ 对 矩阵 4 的 第 i 行 的 元 取 是 线性 的 . 

这 样 ， 81 定理 3 的 两 个 条 件 丝 满足 ， 故 D(A) = Ῥ(Ε) : det Α. 但 是 根据 定义 
Ῥ(Ε) -- det ΕΒ = det Β. 所 求 公 式 得 证 . 口 

当 n= 2 时 ， 定 理 3 容易 直接 验证 ， 但 当 n = 3 时 ， 直 接 计算 已 经 非常 困难 . 
然而 在 一 般 情 况 下 ， 可 以 采用 迁 回 手段 ， 直 接 运 用 性 质 D1~D2, 或 运用 定理 2( 见 习 
题 3). 
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5; 


1. 整数 1798, 2139. 3255. 4867 可 以 被 31 整除 ， 


必 ED ο - 
ο  -ὐ - 
ως σι ος ὤὦ 


也 可 以 破 31 整除 . 
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题 


不 发 计算 ， 证明 4 阶 行列 式 


-0 


2. 证 明 任 意 四 阶 和 作对 称 行列 式 |αιη| 其 中 Qi ΕΖ, 有 是 一 个 整数 的 平方 、 


注 记 这 对 于 任意 阶 的 人 针对 称 行 列 式 者 是 对 的 . 
3. 用 下 述 方 法 证 明 det ΑΒ -- det A.det B( 定 理 


运用 Π 型 初等 行 变换 将 C 化 成 
Ε 


/ 


---α 
mp 


提示 : 


同样 地 ， 证 明 也 可 以 根据 第 2 章 83 习题 17,18 


0 ΑΡ 
利用 等 式 det C 二 det C' 和 公式 (4) (8). 


3): 令 2mx2m Ἡ {8} 3} 46 πε C - | 


| | 


- E 
给 出 ， 注 意 到 ( 0 


B 


A 
'' 
Ε 


4. (Ας Β.Μ. 一 一 - 图 拉 ， 1954) 在 平稳 随机 过 程 模型 的 研究 中 ， 出 现 了 下 述 行 
δὴ Α: 
Μι (αι) 
ΜΡ 
Δηί(ξινωιν”'' ; km, Tm) = R(T2) ， 
Μες (πι) 
其 中 σι, σοι... ,Tm 是 未 知 量 ; KR ,km 有 是 自然 数 ， ji 十 ja 十 :… 十 Km 二 n; Μκία) 大 
κ Χχτι 4, χα 
1 2 x απ 1 
2 -- 1 
0 1 ( ἠ- [” ή” 
1 1 | 
τι τι -- ] --ᾱ 
Μάε (2) 一 ο 0 1 | ; jz 
-- ἱ 
ο 0 0 ο: j 
kl 
证 明 
An(kiszie ;km zm)= [[ Ci- αρ). 
Ίς{ςίςτι 
提示 : Κι ---::--Κει--1 Π, ΒρἩ m= 二 rn 时， 得 到 范 德 荣 德行 列 式 ， 
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5. 证 明 
5 
t 
s 十 1 5 十 1 - 6-1 
Βε(9, {) = t ἐ-- 1 t+n—l 


和 十 3 一 工 ΠΤ} [πΊστη) 
ΝΗ ΠΟΙΝΗ; 
n+t—1 ("12) (") | 
Ν κ - Ν 


提示 : και Ισ ο ἱ 列 中 提出 二 一 一 ,1 


(ε-- ἰ-- 1) 
一 1 2; … ,n. 直到 第 一 列 中 除了 1 之 外 不 再 含有 其 他 元 素 . 
6. 设 

λι 1 0 0 0 0 

-1 λα 1 0 0 

OO 

ο 0 ... Mx_2 1 0 

0 0 一 上 入 -1 1 

0 0 0 ... 0 -ἲ λα 
证 明 det Cn 二 和 ndet Cn_1 十 det Cn_2. 5 λιζ λος... -- λι-1 时， 求 出 数值 det Cn. 


提示 : 用 第 2 章 83 第 3 段 的 例 3, 并 注意 到 事实 det Cn(1y…,1)==( 一 1)” det Cn( 一 1,…, 一 1) 
7. 证 明 nx nn 4ΕΝΕ 


 -ἶἰ 0 0 0 0 
-- 2 -1 0 0 0 
4 = Ὁ -1 2 一 ! 0 0 
0 0 0 0 -ι 2 -ι 
0 0 0 0 ο -ι 2 


的 行列 去 等 于 τι 1. 
8. 设 ΑΗ δη ΗΕ. 证 明 


Α Β 
det, ~ det(A++B).:det(A— Β). 
B 4 
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9. ΣΧ ηχΚάΡΜΥ ἃ Κχγ αρ, 证明 


det(E, + XY) = det(Ex + YX). 


Ες ΓΥΧΧ 0 Εκ. Υ - Er Υ Fr 0 
| Χ 2 ) (3 并 ) =-( 世人 -- 
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1. 非 退 化 矩阵 的 判别 准则 根据 第 2 章 $3 定理 δ, ΗΕ ΑΕ Μπ(Ε) 的 非 退化 性 
( 即 rank4 = π) 等 价 于 它 的 可 道 性 . 将 52 定理 3 应 用 于 关系 式 44 ΞΑΊΑ-- Ε, 
得 到 
det A. ἀεί(Α” 3) --Ι. 


因而 ， 418104: ἠ41ΤΣΙΑΊ 3 ΤΑ, 是 
ἀει(Α” 1) = (det Α) 1. 


给 出 年 阵 Α, 我 们 可 以 同时 考察 它 的 伴随 矩阵 


为 了 得 到 ΑΝ, 我 们 需要 在 矩阵 4 的 每 一 个 元 素 αἰ; 的 位 置 放 上 它 的 代数 余子 式 
ΑΙ (1, 1 一 1. .. Τι), 然后 取 转 置 . 
定理 1 矩阵 Ας ΜΠ(Ε) 是 非 退 化 的 (可 送 的 ), 当 且 仅 当 det 4 去 0. 着 det 4 冯 


0， 则 
ΑΙ -- (det Α) AY, 
或 更 详细 地 写成 
-1 Αι. Απι 
στι d1n det A det A 
αμ απ Αγ Ann 
det A det A 


在 证 明定 理 之 前 ， 我 们 需要 一 个 引 理 . 
引 理 设 Αε M(R). 则 有 关系 式 


αιι Αι 十 0i2 Aj;2 十 …… 十 Qin Ajn 一 δὲ} det A, (1) 


ρου 行 5 πὶ 


Qi Α1/ 十 Q2i.42; 十 … 十 απι Απ’ 一 δὲ} det A, 


(2) 


其 中 6ij 是 克 罗 内 克 符 号 ( 当 1 天 了 时 ，(1)( 或 (2)) 叫 作 行列 式 det 4 按照 错 行 (或 错 


列 ) 展开 ). 


证 明 当 ;i = 时， 引 理 的 结论 与 82 定理 1 一 致 ， 因 而 只 需 考察 ? 头 思 55 = 0 


的 情况 ， 为 此 引入 宛 阵 


二 ο νο 上 « 4 κ" 5 « ὁ « 5 ὁ 5 


Α’ 一 一 [4 7 ο .. Αη," 。 ,| = 


τα.  ὁ :..Ξ““πππτπ--- ---- ---.. 


ου. 


…] 的 第 j 行 换 成 第 i 行 得 到 的 (第 i 行 保留 不 


动 ) 如 同 所 有 带 有 两 个 相同 行 的 方 阵 ， det Α΄ = ο. 另 一 方面 ， 代 数 余子 式 Αγια = 


1,..: 
行列 式 Α’ = (as) 按照 第 1 行 展开 ， 得 到 关系 式 


τι Τι 
/ 、 / / 、 

0 -- ἀεῖ Α΄ = αι Aik 一 Qik Ajk, 
Κ--1 κ--ἱ 


恰 为 引 理 中 的 (Ὁ πὸ. (2) 式 可 由 关于 列 的 类 似 性 质 得 到 


Γ] 


转 入 定理 的 证 明 ， 我 们 只 要 注意 到 (1) 式 的 左边 是 矩阵 C = ΑΑΥ 的 元 素 οὐ: 


根据 (1) 式 ， (οι) 一 (δι; det Α) 一 (det Α)Ε. 于 是 
44v = (det 4) 五 ， 


当 det 4 关 0 时 ， 我 们 得 到 
(det 4)- (44Y) = A(det A) ΑΝ = Ε. 


时 


(2) 式 的 左边 是 矩阵 C' = AY Α 的 元 素 cf 的 表达 式 . 因为 (1) 和 (2) 的 石 边 是 


相同 的 ， 故 当 det ΑΟ 时 ， 我 们 得 到 
4(det Α) 1 ΑΥ = (det Α) Α” Α -- Ε, 
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于 是 ΑἹ = (det Α) ΑΝ. 口 
推论 “一 个 行列 式 等 于 零 ， 当 且 仅 当 它 的 行 (或 列 ) 线性 相关 . 
证 明 ΕΕ Ας Μι(Ν) 的 行 (或 列 ) 的 线性 相关 性 ， 等 价 于 rank4 «τι, 即 和 矩阵 
4 的 退化 性 ， 根 据 定 理 1, 等 价 于 条 件 det A = 0. Π 
注 记 rank4 < n 全 det4=0 实 际 上 是 行列 式 基本 性 质 的 直接 推论 ( 见 82,D2,D6). 
定理 1 的 理论 价值 ( 比 实用 价值 ) 大 .从 计算 的 角度 来 看 ， 特 别 是 当 窍 阵 的 阶 数 
ΕΚΕΙ, ΑΕΕ 4 用 第 2 章 87 给 出 的 (P,Q) 算法 更 方便 一 些 ， 
2. 克拉 默 公 式 现在 我 们 来 推导 含 n 个 未 知 数 ，n 个 方程 的 线性 方程 组 的 求 
解 公 式 ， 行 列 式 理 论 最 初 的 发 展 就 是 为 了 这 件 事 情 . 
定理 2( 克 拉 默 ) ”如 果 线 性 方程 组 


时 


Q11 bi αιῃ 
σι] b,, απ 
T= k=1,2,...,n 
11 Uik Ulin 
unl nk nn 


(其 中 分 子 Dx 是 用 自由 项 组 成 的 列 替换 D = det(aii) 中 的 第 上 列 得 到 的 ). 
证 明 根据 定理 1, 矩阵 4 = (αι) 可 逆 ， 因 此 将 我 们 的 方程 组 写成 ΑΧ -- Β 
形式 ， 如 同 第 2 ΞΕ 53 第 8 段 那 样 ， 我 们 得 到 


0 


1] 
Αι Α2ι 1:.: Ani bi 
1 Al2 Αρα ''' Απ bz 
ο | 4-ip- - 
“κ ΑΡ det A ..............οννννν. : 
Αι Αοη Απ b,, 
70 


从 而 


1 «ὦ 1 
0 --- ------- ; 一 一 b A ” δι Αι Κ 一 一 1,2... " ? . 
ΓΡ 2 Αικδι Ab 十 boAok 十 … 十 κ); Τι 


其 中 分 子 的 表达 式 恰 为 行列 式 Dk 按照 第 上 下列 的 展开 式 〈 见 公 去 (2)). 


“106. προς 行 οἱ Ἀ 


ο ο ο ,二 ) 确实 是 方程 组 
的 解 

注意 到 第 1 章 84 的 公式 (3) 、 (9) 分 别 与 = 2 η -- 3 时 的 克拉 默 公式 一 
致 ， 当 n 较 小 时 ， 用 克拉 默 公式 ( 解 线性 方程 组 ) 是 方便 的 ， 在 一 般 情况 下 ， 可 以 把 
克拉 默 公式 看 作 纯 理 论 函 数 ， 例 如 将 其 用 于 在 第 章 83 第 5 段 中 给 出 的 线性 方程 
组 ， 就 得 到 斐 波 那 契 数 的 表达 式 (考虑 到 det A 一 1) 


1 0 0 0 0 1 
0 1 ο... 0 1 
-1 -1 1. 0 0 
hn = 二 
0 ο ο. -1 1 0 
ο ο ο -1 -1 0 


显然 它 比 我 们 在 第 2 章 83 第 5 侦 中 求 出 的 关于 fn 的 清晰 的 表达 式 相差 黄 远 . 

还 应 当 指出 ， 使 用 克拉 黑 公 式 的 不 可 或 缺 的 条 件 det 4 0 有 时 是 不 稳定 的 . 
对 于 实用 中 带 有 近似 系数 的 线性 方程 组 ， 计 算 精 确 度 的 提高 可 能 会 使 情况 发 生根 本 
的 改变 . 例如 


-1 10 0 0 ο 
0 -- 10 0 ο 

A = Ε M10(R), 
0 -ι 10 
0 -ι 


则 det Α. = 1-e.10 (将 行列 式 按照 第 一 列 的 元 素 展开 ). 当 s = 10:35 η], Ἡ ἀεῖ Αε = 0. 
同时 ,大 系数 矩阵 的 计算 仅仅 精确 到 百 万 分 之 一 ,我们 可 以 “忽略 a”( 即 令 。 =0, 则 
det Α = 1). 由 此 看 来 ， 克拉 默 公 式 的 适用 条 件 对 系数 系统 的 微小 “扰动 ”是 敏感 的 . 

3. 加 边 子 式 法 ”第 2 章 83 包含 了 求 长 方形 线性 方程 组 解 集 的 全 部 所 需 资 料 . 
在 这 一 过 程 中 , 什 阵 的 秩 的 概念 至 关 重 要 . 我 们 仅 需 将 其 转化 为 行列 式 理论 的 语言 ， 
忠 可 以 得 到 计算 矩阵 秩 的 男 一 种 方法 以 及 判断 线性 空间 Κ'' 中 的 向 量 组 线性 无 关 性 
的 便利 手段 . 

设 


| 
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是 任意 一 个 m xm 阶 长 方 矩阵 ， 其 系数 aij επ 
定义 πιχπιΑΕΝΜ Α ΠΗ δε κ Ἡλα κ σὴ (ες min(m,n)) 交叉 处 的 元 素 组 成 一 
个 方 阵 ， 其 行列 式 叫 作 4 的 一 个 天 阶 子 式 . 如 果 条 ,… , 计 和 族 ,… ,jk 分 别 是 行 指 
标 和 列 指 标 ， 子 式 记 作 
μὴ στ 4. ) | 
ΠΝ 


当 πιτπ Β.Κ--τι-1[, ΤΙ Ἵ Ἀ, 3131 λ. 9 τ Χτι 4 ΑΜ ΤΑ Μι. 

子 式 Μο Μὴ 加 边 , ἘΜ 是 由 MM 4-1 (β--118 8 Ε--), 以 
及 一 疡 的 列 得 到 的 . | 

ἘΠΩΙΠΩΙ ΓΤ ΔΓ ΒΑΕ 4 的 秩 时 ， 可 由 Α 中 较 小 阶 的 子 式 转 到 较 大 阶 
的 子 式 ， 如果 已 找到 4 的 一 个 了 阶 子 式 Μο 那么 仅 需 计算 了 十 1 阶 子 式 ， 即 子 
ΑΜ 的 加 边 ， 如果 它们 都 等 于 零 ， 则 rank A -- τ. 

ΙΒ 论断 基于 一 个 简单 的 事实 ， 如 果 和 拖 阵 4 的 全 部 大 阶 子 式 等 于 零 ， 则 任意 
更 高 阶 的 子 式 亦 等 于 零 . 为 此 ， 根 据 52 定理 1, 观察 任意 (十 1) 阶 子 式 按 照 任意 列 
的 元 素 的 展开 式 (例如 第 一 或 最 后 一 列 ， 如 采 仅 限于 考察 借助 加 这 得 到 的 子 式 ), 然 
后 进入 (十 2) 阶 子 式 ， 等 等 

按照 定理 叙述 中 所 指出 的 模式 ， 设 我 们 已 达到 某 个 7 阶 子 式 Μάο. 不 失 一 般 
性 ， 假 设 与 ΜΗ ΕΕ ΓΒΕ 4 的 左上 角 : 


411 . ος Cir ΓΝ α1/ . 5 Cin 
ΝΜ. ΙΙ. .΄---.-..... 
Crl Crr Ur Urn 
111 Cir 41] Cim 
Uml (ἄγετ (ἔτι η ἄπιπι 


这 件 事 总 可 以 通过 交换 矩阵 的 行 与 列 做 到 ， 自 然 地 ， 这 种 作法 不 改变 矩阵 4 的 秩 . 
现在 在 4 中 取出 任意 一 行 Αω 和 任意 一 列 A 中 (可 能 i<r 或 i < τ). 在 Αω 和 
ΑΟ 的 元 素 的 帮助 下 我 们 组 成 了 一 个 + 十 1 阶 子 式 Μ, ἘΞ: M 的 加 边 : 


11 Cir αι] 
M = 

Qrl --: ἄν Urj 

αἱ Πιτ Ur Qi 


如 果 Μο. 我 们 再 来 考虑 Μ 的 加 边 ， 当 M 的 全 部 加 边 子 式 为 零 时 ， 我 们 就 到 达 
了 临界 时 刻 . 


108: κος Ἡτ 列 式 
设 对 于 任意 i,j,M = ο. 将 M 按照 最 后 一 行 展 开 ， 得 到 关系 式 


αιι ΜΙ + αι Μο t+ airMr +aijAh -- 0, 
其 中 系数 


αιι παιδι CQls+i :: αι: αι 


和 血 ου τ υ ὑ υ 5 ου τ υ ὑυ ἡ ἡ“. ἡ 曲 ἡ« 4  υ ἡ 4 ου 4 ἡ ἡ4« 5 4 ἡ ἡ 4 


τι ”Crs-l Crs+l ”Crr 


不 依赖 于 ;的 选择 .  Μ-0, 故 


Qij = AlQil 十 λ2412 十 … 十 ArQir， 


其 中 和 = 二 ,1 < s < 此 式 对 i 一 1,2,… ,mm 均 成 立 ， 于 是 


AD = ALAD 4 A A + + A A 


ΗΠ ΚΕ 4 的 任意 一 列 是 前 7 列 的 线性 组 合 ， 这 就 表明 rank 4 < 7. 但 是 从 M -οθ, 


得 到 M 中 的 列 是 线性 无 关 的 ， 目 然 地 ， 它 们 所 对 应 的 4 当中 更 长 的 列 也 是 线性 无 
关 的 .我 们 得 到 了 结论 rank A = τ. 


推论 ”任意 算 阵 的 秩 等 于 它 的 非 索 子 式 的 最 大 阶 数 ， 
推论 亦 可 独立 于 定理 进行 证 明 . ΛΕΜΕ 4 的 秩 等 于 7. 根据 第 25552 定理 1,7 
是 矩阵 4 的 线性 无 关 行 的 最 大 个 数 ， 也 是 线性 无 关 列 的 最 大 个 数 . 运用 第 2 章 83 


定理 6, 我 们 发 现 
4-8 人 }ο 
0 ο 


其 中 Β 和 C 分 别 是 非 退 化 的 m βΠ ΛΠ τι 阶 方 了 省， 可 以 写成 初等 矩阵 的 乘积 .因为 算 


4 | 


L 


1 有 一 个 非 零 7 阶 子 式 M = |.| = 1, 但 是 没有 阶 数 > τ 的 非 零 子 式 ， 


又 因为 这 一 性 质 在 行 与 列 的 初等 变换 下 保持 不 变 ， 我 们 就 得 到 了 所 需 的 论断 ， τ 
加 边 子 式 法 是 相当 实用 的 ， 特 别 是 当 我 们 不 仅 想 知道 秋 ， 也 想 知道 矩阵 4 的 行 
或 列 的 极 大 线性 无 关 组 的 时 候 ， 然 而 在 初等 变换 下 这 一 信息 是 会 失掉 的 . 


5] 题 
1. 证 明 下 述 公 式 ; 
(ΑΒ) - ΒΑ"; (ΑΙ = (Α”): 
(ΧΑ) - αλ” τα”; (A) = (det ΑΥ̓́ΓΖΑ. 
9. 通过 rank A 表示 rank Αἵ. 
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3. 证 明 当 未 知 量 的 个 数 与 方程 的 个 数 相等 时 ， 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 ， 当 且 仅 当 系 数 答 阵 
的 行列 式 等 于 零 . 


4. 运用 第 2 章 53 第 8 段 的 结果 和 定理 2 证 明 ， 当 秩 了 一 兄 一 1 时 ， 齐 次 线性 方程 组 


1121 十 … .十 Qinzn 二 0， 


5.” πα ο ο. ο. ο. 


On -1171 十 …  ταπ- 1 η Ότι 一 0 
的 基础 解 系 由 一 个 列 向 量 
X 一 μοι, — D>», D3, .. ,(—1)”™ D+] 


组 成 ， 其 中 Τι 是 从 A 二 (αι) 中 去 掉 第 5 列 所 得 算 阵 的 行列 式 . 任意 解 的 形式 为 Χ- αχ”. 

5. 16 Α--(αι;)) Ε Μπί(Ν), ΒΗ:3ε 1-Ε), Ἡ (τ--Ί)|αι;| ς|αιι|. 证 明 det Αθ. 

提示 ; 假设 命题 不 真 ， 利 用 习题 3 给 出 的 准则 . πρ {53 [αὶ], απ] 是 线性 方程 组 AX 二 0 
的 非 平凡 解 ， 且 αὐ 是 它 的 具有 极 大 模 的 分 量 ， 则 从 第 无 个 方程 


0 ; 0 
Ωακκοξ 十 人 4 大 了 二 上 -- Ὁ 


了 天 并 
得 到 的 估 值 
(τν -- 1)|ακε||α8| = (mo 1) [> ᾽ακρο}| < mo— 1)]ακκ[[οκ], 
23εΚ 
得 到 了 矛盾， 


6. 证 明 下 述 论 断 ( 比 内 -- 柯 西 定理 ) 设 Α- (α:;), Β Ξ- (bki) δὴ πΧ πι ἆπ τ Χ η μι 4Ε 
8, ΗΒ 6 -- ΑΒ. 则 


αι (2}ι απ]ι biii bji2 bjin 
αἱ ἄν '' Ώπῃ δι. Όμο '  ὄμπ 
det 6, 一 Χ | 
νυν 
(217; 21 nin bj,1 ΣῊΝ η 


右边 的 和 式 遍 历 从 1,2,-… τι Ῥ τι ΛΞ {}ι,72,''' ,jn} 的 所 有 可 能 的 | 的 ) 种 组 合 . 
Τι 


特别 地 ， 当 m= 二 nn 时 ， det C=det 4.det 了 ;而 当下 > 时，det ςΞ 0. 
提示 : ”因为 


ΤΕ 
ο 一 (εις), Οἱ} 一  αικὂε;, 
Κ--1 


反复 运用 行列 式 的 性 质 D2(§1 定理 2) 得 到 


bx 1br,2 τ” ὃν) 


“110. 第 3 章 {Π 列 πὶ 


其 中 求 和 遍历 所 有 两 两 不 同 的 1 ,kn. τι <n 时， 没有 这 样 的 下 标 ， 故 det C 二 0. 如 果 
πι τι, ΝΙ Κι... Κη 就 是 从 1,2,… πι 所 取 的 元 素 {有 1,… ,jn} 按 某 种 顺序 的 排列 ， 将 对 应 于 
给 定 组合 {}ι,'.' ,jn} 的 所 有 的 项 收集 到 一 起 ， 并 在 81 公式 (3) 的 帮助 下 就 可 以 得 到 所 需 的 表 
1 Αι 


》 Ho ὄκιι - bk n et >, Exbxi1 bx, η 
171 Qnjn μι bjin 
Qn Unin Dj 1 ὂ;, ΤΣ 


πο 
[Ῥπ-- 
Ἀπ [7 ΜΙ η) 
7. 利用 上 题 证 明 ， 如 果 Ακ Γἐ πι Χτι 48, πι γι, Πὶὶ 


det :AA = >》 ΜΖ, 
Μ 


其 中 Μ τε ΔΕΗ Α 的 全 部 | ή | 个 n ΤΑ. 
Τὲ 


8. 给 定 n xn ΡΜ A 二 (Qij) 的 一 个 有 阶 子 式 (ἢ, 8 3 段 的 定义 j 
Μ ?1 ... 1. | 
了 1 ... Jk 


相应 的 Ce 1 机 | 是 从 A ῬΑ ει... ,ik 行 ， 和 第 万， 做 


91 A Ίκ 


δι {1 4Ρ ΜΕ 12 ΑΔ. 表达 式 


Α i ὃν -(-Ὀ5091] πη εν ὃς | 
11 ，。。 1κ ἠι κ... 1κ 
8(Λ4) -- (ἐι ἠ--::-- ὑκ) 1- (71 1-»'' κ), 


称 为 μί ΠΝ | 的 代数 余子 式 . 5 Κ--1 时， 我 们 回 到 通常 代数 余子 式 的 定义 . 
71 .... Jk 


利用 行列 式 按 照 第 ἐι,-.: ,ik 行 元 素 的 一 系列 展开 证 明 下 述 
定理 ( 拉 普 拉 斯 ) 在 短 阵 Αξίαη) 中 取 了 标 为 和，… ,处 的 闵行 ， 则 


jl «.:. ἡὶ ti .-:. ἐμ 
det Α-- Μ .Α 
-ᾱ-,.. ( 7 . Jk ) | 7 .. 2κ ) 
任 取 正 整数 ?2， 在 两 种 特殊 情况 下 ， 拉 普 拉 斯 定理 是 我 们 已 知 的 : 1)k 二 1; 2)4 有 阶 数 为 
(η —k)xk 的 一 个 零 角 ， 在 未 知 的 情况 下 ， 哪 怕 了 到 nn 二 4 -- 1,is = 二 2 对 拉 普 拉 斯 定理 的 正确 
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性 作 一 说 明 也 是 有 益 的 ，; 


Clil Ω͂12 33 G34 Ql11 QQ13 432 WW34 
det A -- . 一 

C21 U22 W143 W144 21 ΟΩ23 αι ἅἄιι 

(11 ΩιΑ 435 8 412 αι απι Ω3Δ 
十 十 

U21 CQ24 人 42 ἅἄἆλα αρ» 人 23 CQ41 U44 
12 ἅἄιαά απι Ω53 Ν CI13 C14 αδι 32 
C22 Ω124 Ω4ι αλβ αρ. 24 C41 GQ42 


9. κ A E Μι(Ε),Β ε Μιι(Β) 4ΕΕΑΑΕΜ, Ο 是 任意 nx m ἀββε. 442491. 
法 ( 见 第 2 章 83 习题 17) 证 明 


A ο 4-L 4-LCB-i 
0 Β Ν 0 B-! | 
10. 证 明 : ΑΒ ο Ώε Mn(R),det Α-0 πὶ 
A Β 
ον ( | ) -ακ(αρ- ΑΟΑΓ ΤΩ. 
σ DD 
= (det Α) : ἀει(Ώ -- ΟΑ- Β). 


此 和 外， 验证 


本 
一 一 
ο η» 
局 τσ 
~ 

| 


det(AD— 08), ἙΑΟ ΞΟΑ, 
det(DA— 65), 3ἈΑ8Β = ΒΑ. 
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51 的 定理 2 和 定理 3 本 质 上 给 出 了 函数 det 的 公理 化 描述 ， 尽 管 我 们 纯粹 从 行 
列 式 的 结构 问题 入 手 . 我 们 在 本 节 中 再 指出 通 往 行 列 式 理论 的 在 干 途 径 ， 但 每 识 仅 
局 限于 勾勒 论证 要 点 (把 它们 补充 完全 将 是 很 好 的 练习 ). 

1. 第 一 公理 化 构造 ” 将 行列 式 看 作 满足 下 述 三 条 性 质 的 任意 函数 D : Μπ(Β) 
一 > α: 

1.1) Ρ(Α) 关于 和 抢 阵 4 的 行 是 斜 对 称 的 ; 

1.2) Ῥ(Α) 关于 矩阵 4 的 行 是 多 重 线性 的 ; 

1.3) Ό(Ε) -Ξ 1. 

我 们 看 到 ， 函数 D 是 由 性 质 1.1) 一 1.3) 唯一 确定 的 ， 并 且 符 合 8ι 中 由 完全 展开 
式 (9) 给 出 的 函数 det. 唯一 需要 关心 的 是 ， 给 出 公式 D(A) = D(4) 的 独立 证 明 . 
如 果 愿 意 ， δι 的 公式 (3) 本 身 同样 需要 推导 . 


2. 第 二 公理 化 构造 ”将 行列 式 看 作 满 足下 述 三 条 性 质 的 任意 消 数 D : 
Μ,(Β) 一 R: 


119: ρου Ἡτ αἱ πὶ 


2.1) Ῥ(::: ,λΑργ::::) = 二 λῬί:::, 4) ΒΡΗΚΕ 4 的 某 行 4 乘 以 入 则 
其 行列 式 为 D(A) 乘 以 AN 

9.9) DC: ,A Ay) = DC ,A + A , Ac, ); 

2.3) D(E)=1. 

依次 验证 : 

a) 数值 D(4) 在 矩阵 4 的 (Π) 型 初等 行 变换 下 不 变 ; 

Ὁ) Ρ(Α) 是 关于 和 矩阵 4 的 行 的 多 重 线 性 函数 ; 

ο) “ΒΕ 4 有 两 行 相等 时 ， D(4) = 0, 从 而 Ῥ(Α) 是 关于 行 的 斜 对 称 函 数 . 

我 们 显然 回 到 了 第 一 公理 化 构造 ， 正规 化 性 质 Ῥ(Ε) = 1 在 两 种 情况 下 都 是 不 
可 或 缺 的 . 

3. 完全 归纳 构造 法 ”将 1 阶 和 矩阵 (αιι) 的 行列 式 定 义 为 all.2 阶 和 3 ΚΠΕ ΚΗ 
行列 式 分 别 由 第 1 ΒΕ δ4 的 公式 (2) 和 公式 (8) 定义 ， 设 阶 数 为 1,2,… ,n 一 1 ΗΒ 
阵 的 行列 式 已 定义 . τι 阶 和 矩阵 4 = (αι) 的 行列 式 定 义 为 


D(A) Ξ-αιιΜιι 一 421 ΜΙ 十 .… 十 (—1)” απιΜπι, 


Ἡ Μι: 是 矩阵 4 中 对 应 于 元 素 αμ 的 “于 式 ”, 它 是 (mn 一 1) 阶 和 矩阵 4 的 行列 式 
Ῥ(Α͂), 而 4 是 去 掉 和 矩阵 4 的 第 i 行 和 第 1 列 得 到 的 . 这 样 ， 我 们 的 定义 性 质 实质 上 
取 了 行列 式 按 照 第 1 列 元 素 的 展开 式 (32 定理 1 的 特殊 情况 )， 

我 们 需要 对 n 作 归 纳 ， 确 立 函 数 D 的 性 质 1.1) 一 1.3) 对 于 nn ΕΙ ΆΞ ΜΕΝ, 7-5 
忘记 这 些 性 质 对 于 (n 一 1) 阶 行列 式 Μι; 是 成 立 的 . 本 段 可 归结 为 正确 运用 数学 归 
纳 法 的 技能 ， 它 的 实现 不 很 复杂 .细节 可 参见 教科 书 《 代 数学 引 论 》 (1977 年 ). 

4. 通过 乘法 性 质 的 刻画 ” 设 我 们 有 满足 下 述 性 质 的 函数 D : M.(R) 一 下 

i) 任 取 和 矩阵 ΑΒ e Mn(R),D(4B) = Ῥ(Α) :(8Β); 

i) 任 取 初等 窍 阵 Foi( 见 第 2 章 53 第 6 9 Ῥ(Εοε) = —1; 

ii) 任 取 形 如 


的 上 三 角 和 矩阵 ， D(A4) = 入. 特别 地 ， Ῥ(Ει(λ)) = 
可 以 断言 ， 卫 = det . 事实 上 ， με. 应 用 于 初等 矩阵 


FN)= ΕἸ... Ει(λὴ : ΕἸ... 


我 们 得 到 
D(Fs(N)) (1) λ.(-1)Ξλ, 
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并 且 根 据 官 阵 Γι(λ) 的 定义 ， 此 式 对 任意 λε ΗΝ, 不仅 对 入 关 0. 进而 从 


br 0 一 。。。 
0 0 | -一 ἔτ) Επίθ), 


Ῥ Pr 0\ 0, Ἔτεη, 
0 0 1， 看 r --π. 


根据 证 ), 对 任意 初等 趾 阵 Fat(Ajs <t,D(Fsi( 和 )) -- 1. 因为 


我 们 有 


下 st 入 Fst 一 is( 入 ) 
故 Ῥ(Ε,.(λ)) = 1, 因此 任 取 下 标 941, 


(Ες ι(λ)) Ξ 1. 


于 是 ， 
D{F, 1:) -一 —1 一 det Fst, D(F, ι(λ)) 一 1 -- det F(A 和 ), 
Ρ(Ε.(λ)) = A= det Ε,(λ). 
因为 任意 矩阵 ΑΕ Mn(R) 可 以 写成 


EE. 0 
A=P ΟΦ, τσ τι, 


的 形式 ， 其 中 P 和 Q 是 初等 矩阵 的 乘积 ( 见 第 2 章 59 定理 6 前 的 论证 ), 性 质 Ὁ) 使 
我 们 断定 Ῥ(ΑῚ = det Α. 


习 Β 

1. (布朗 金 ， 波 兰 ). 16 [:Β -» κ 是 满足 条 件 f(0) = 0 的 任意 函数 . 证 明 存 在 满足 下 述 性 质 
的 唯一 函数 D : Μπί(Ν) 一 RR: 

1) 如 果 4 1-2), πὶ D(A) = 0; 

1) 如 果 4 从 4 经 (I) 型 初等 列 变换 得 到 ， 则 Ῥ(Α') = 了 (4)i 

iii) 如 果 4 = diag( 入 ,1,1,… ,1) «ΑΓ 485, Βἱ D(A) = f(A 和). 

当 f( 入 ) 二 入 时 ， 我 们 有 Ό = det, 但 [ 取 法 的 任意 性 在 某 些 实际 问题 中 及 有 用 的 . 

2. 建议 读者 提出 并 论证 各 自 不 同 的 公理 化 方法 来 描述 函数 det. 


在 前 儿 章 中 我 们 积累 了 大 量 的 具体 材料 ， 现 在 应 该 从 更 一 般 的 观点 对 它们 加 以 
考察 ， 为 此 我 们 将 在 本 章 中 引入 并 研究 〈 仍 停留 在 初等 水 平 上 ) ΒΕ. 环 . 域 的 概念 ， 
它们 在 代数 学 的 所 有 概念 中 是 最 基本 的 . 
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1. 二 元 运算 ο λαθη. 从 笛 卡 儿 平 方 ΧΞΑΧΧ3ΑΧΜΗ- ΤΊΣ 
意 (确定 ) ΠΚΣ: ΧΧΧ ο ΧΠΜΙΕΣΧ 上 的 二 元 代数 运算 (或 合成 律 ). 这 样 ， 任 
取 元 素 wb e Χ, 有 序 对 (α,ϐ) 对 应 于 Χ 中 唯一 确定 的 元 素 τία, ὁ). 有 时 将 τία, ὃ) 写 
成 urb 并 通常 引入 特殊 的 记号 : *,o， 或 +, 等 等 来 表示 Χ 土 的 二 元 运算 . 按照 这 
种 记 法 ， 我 们 以 后 称 α. 5b( 或 简 记 作 ab,a 和 jb 之 回 没 有 任何 记号 ) 为 a ΞΕ ὁ 的 积 , 而 
a 十 b 为 a 与 5 的 和 ,显然 这 些 名 称 在 大 多 数 情况 下 是 约定 的 . 

一 般 来 说 ， 在 集合 X 上 可 以 定义 多 种 不 同 的 运算 . 从 中 选 定 一 种 后 ， 比 如 使 用 
记号 :，(X,*), 则 称 运 算 * 定义 了 关上 的 一 种 代数 结构 ,或 (X,*) 是 一 个 代数 结构 
( 亦 称 代数 系统 ). 例如 在 整数 集 也 上， 除了 自然 的 +,-( 加 法 和 乘法 ) 外 ， 很 容易 在 
十 (或 一 ) 和 - 的 帮助 下 得 到 各 种 “导出 ”运算 ，mom -- ΤΕ πι -- ΠΤΙ ΤΙ Τι = 一 nn -- πι, 
等 等 ， 我 们 就 有 了 不 同 的 代数 结构 (2, ) 2, «)ν (7, ο),(2» κ). 

除了 二 元 运算 之 外 ， 我 们 不 过 多 地 关注 更 一 般 的 nn 元 运算 及 其 他 们 的 组 合 (如 
n 二 1 时 的 一 元 运算 ，n = 3 时 的 三 元 运算 等 等 ). 与 之 相应 的 代数 结构 组 成 了 一 个 
专门 的 理论 ， 滋 代数 ， 我 们 提 到 这 一 点 ， 仅 仅 是 为 了 再 次 强调 带 有 二 元 运算 的 代数 
结构 在 数学 中 本 质 上 的 重要 意义 ， 这 种 结构 看 来 是 汉代 数 的 特殊 部 分 . 

显然 ,在 集合 X 上 可 以 定义 无 限 多 种 二 元 运算 结构 ， 然 而 研究 任意 代数 结构 的 
问题 过 于 一 般 ， 难 以 得 出 具体 的 、 有 实际 意义 的 结论. 因此 我 们 仅 限 于 研究 几 种 有 目 
然 的 代数 结构 . 

2. 半 群 和 么 半 群 ”定义 在 集合 Χ 上 的 二 元 运算 * 称 为 结合 的 , 重任 取 α,δ, 
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c EX, 
(a*b)*c= a* (V*c); 
* 称 为 交换 的 , 大 


a*b=b*a. 


同样 的 称谓 亦 运 用 于 相应 的 代数 结构 (Χ, κ). 
结合 性 和 交换 性 是 相互 独立 的 . 例如 在 Z 上 定义 的 运算 κ: 


N*M  --τ -- Τη 
显然 是 交换 的 ， 但 是 
(410) κὃξ(-ἶ-2)κὃξ --(-ἶἰ-2-ὰδθπβ]νί2κὸ), 


因而 不 是 结合 的 . 另 一 方面 ， 在 阶 数 n > 1 的 全 体 n 阶 方 阵 的 集合 Μπ(Β) 上 定义 
的 乘法 运算 是 结合 的 ， 但 不 交换 (0028 2 章 83 第 2 ΒΕ). 

元 素 ee XX 叫 作 关 于 二 元 运算 * 的 单位 元 (或 中 性 元 ), 在 任 取 ze XerZ== 
rT*e 二 X, 如 果 e 也 是 一 个 单位 元 ， 则 根据 定义 ，e =e*e=e. 因而 在 一 个 代数 
”结构 (X,*) 中 最 多 只 有 一 个 单位 元 . 

集合 X 连同 其 上 给 定 的 满足 结合 律 的 二 元 运算 称 为 一 个 半 群 . 带 有 单位 元 的 “ 
半 群 通常 称 为 么 半 群 (或 有 单位 元 的 半 群 ). 

与 任意 的 集合 一 样 ， 么 半 群 M = (41) 的 基数 记 作 Card Μ 或 ΜΙ. ΠΜ 
中 只 有 有 限 多 个 元 素 ， 称 M 为 |M| 阶 有 限 么 半 群 我们 来 看 半 群 和 么 半 群 的 一 些 
例子 . 

例 1 设 9 是 任意 集合 Β Μ(Ω) 是 它 的 变换 的 集合 ( 即 09 到 自身 的 映射 ) 
从 集合 与 映射 的 性 质 可 以 推出 (第 1 章 55), Μ(0) 是 一 个 么 半 群 .我 们 有 三 元 组 
(Μ(Ω), ο, ερ), 其 中 。 是 映射 的 自然 合成 ， 而 eo 是 恒 等 映射 . 

我 们 区 分 出 2 是 有 限 集 的 特殊 情况 , 奉 |0| = ?将 其 元 素 简 记 作 正 整 数 1, 2 … ντ. 
每 一 个 映射 了 :0 一 9 可 由 一 个 有 序数 列 (1), f(2),… ,f(n) 确定 ， 其 中 f(i) 可 以 
取 Ω 的 任意 元 素 、 不 排除 当 i 关 7 时 ，fQ) = ΓΩ). 取 遍 所 有 可 能 的 序列 ， 我 们 得 到 
nn 个 变换 . 于 是 ΙΜ(Ω)| = Card Μ(Ω) =n7. 设 n=2, 则 么 半 群 M({1,2}) 的 元 素 
6, f,9,h 及 其 弱 法 由 下 述 两 个 表 完 全 确定 : 


显然 ，M({1,2}) 是 一 个 非 交换 么 半 群 . 
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例 2 再 次 设 吕 是 任意 集合 , Β Ῥ(Ω) 是 它 的 子 集 的 集合 ( 见 第 1 章 85 习题 4). 
因为 (4NnBNMC=AN(BNO 和 (4UB)JUC=AhU(BUO), 故 PP(0) 上 有 两 种 
目 然 的 结合 二 元 运算 . 显然 SU4= 4,4NnQ = Α. 我 们 得 到 两 个 可 交换 的 么 半 群 : 
(Ῥ(ο),υ, 6) Μι (Ῥ(Ω),Ω,Ω), 如 有 果 |Ω| -- πι,  (Ῥ(Ω)] - ο. 

8 5 (ΜΒ), 0) ΕΞ 1Η [ελ 5110842536 κ ΕΠΕ, ΠΠ (Mn( 民 ),…, Ε) 征 以 
单位 矩阵 为 单位 元 的 非 交 换 么 半 群 ， 这 从 我 们 熟知 的 第 2 章 中 和 抢 阵 的 加 法 与 乘法 的 
性 质 可 以 直接 推断 出 来 . 

δα 设 % 是 任意 确定 的 正 整 数 ，nZ = {nmlm ς Ζ} 是 可 以 被 m 除 尽 的 整数 
集 . 则 (nzZ, 十 ,0) 是 交换 么 半 群 ， 而 (α7,.) 当 m > 1 时 是 没有 单位 元 的 半 群 . 

例 5 7 阶 随机 矩阵 的 集合 Ρι(Κ)(Ν.55 2 ΞΕ 83 的 习题 4) 关于 通常 矩阵 的 来 法 
构成 一 个 么 半 和 群 . 

带 有 运算 * 的 半 群 S 的 一 个 子 集 5' 叫 作 5 的 一 个 子 半 群 , 大 任 取 xX,y ε 
ο πκμε ο. 这 时 也 称 子 集 9 C 5 关于 运算 * 封闭 . ΒΓ (MM,*) 是 一 个 么 半 群 ， 子 
集 M' C M 不 仅 关于 运算 * 封闭 , 而且 包含 M 的 单位 元 , 则 MM" 叫 作 M 的 一 个 子 
么 半 群 . 例如 (nZ,:) 是 (7, ) 中 的 子 半 群 ， 而 (π7, --, 0) 是 (7, 1,0) 中 的 子 么 半 群 . 
么 半 群 Μ(Ω) 中 的 任意 子 么 半 群 叫 作 (集合 ϱ) 的 变换 么 半 群 . 

9.Γ νι θα πε  (ο..) 是 任意 一 个 带 有 二 元 运算 : 的 代数 结构 ， 为 了 
简便 起 见 ， 我 们 将 省 去 记号 -, 用 zy συ. ὕξσι,..: ,zn 是 XX 中 的 一 个 有 序列 . 
在 不 改变 次 序 的 前 提 下 ,我 们 可 以 有 多 种 不 同 的 方式 构成 长 度 为 n 的 乘积 . 设 ἰπ 是 
这 些 方式 的 个 数 : 


[ο -- 1: 2:22) 
la=2: (σιχχ)ζα, «χι(αχ01); 
ἰᾳ--5: (clza2)Z3)Z4， (Ti1(T273))74, 


σι((σχσα)αα), σι(αα(σηπα)), (σισο)(α82α); 


显然 ， 当 1 < kn 一 1 η, 分别 找 出 zi ,zx 的 所 有 可 能 的 长 度 为 上 ΠΕΙ͂ΜΆΙ 
zk+1,"…… ,Zn 的 所 有 可 能 的 长 度 为 (n 一 k) 的 乘积 ， 然 后 将 其 相 乘 ， 我 们 就 穷尽 了 i 种 
可 能 的 乘积 ， 十 分 美妙 的 是 ， 在 么 半 群 (和 半 群 ) 中 ， 括 号 位 置 的 选择 是 不 必要 的 . 

定理 1 如 果 Χ 上 的 二 元 运算 是 结合 的 ， 那 么 ΧΡ τι ΠΛ, 8 ἀπ αὶ ἡὴ “6 Ἀ. 5 16 
号 的 位 置 无 关 . 

证 明 当 n= 1,2 时 无 需 证 明 . 当 n = 3 时 就 是 结合 律 . 进 一 步 的 论证 要 对 τι 
作 归 纳 ， 设 n> 3, 并 设 当 元 素 的 个 数 < n 时 ， 结 论 是 正确 的 ， 我们 仅 需 指出 


(α1 ΙΕ Λο ὅπ) (1) 


对 任意 ,i 成 立 , 其 中 1 < k,l < n 一 1. 我 们 仅 给 出 了 最 外 面 的 一 对 括号 ,因为 根据 归纳 
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条 件 ， 内 部 括号 的 位 置 是 非 本 质 的 . 特别 地 ， 乘积 Ὅ1 12ο -- (. .. ((Z17o2)7Z3) TK_1)ZK 
πήγε 左 正规 化 的 . 区 分 两 种 情况 : 


8) κ - τι --ᾖ; 那么 (ri Zn_1)Zn 一 ( “ (2129) Ἐσ7 Zn_1jZn， 后 者 是 一 个 左 正规 
化 乘积 ; 


b)k <n 一 1; 从 结合 律 得 到 
(αι :«ακ)(ακ-ι Tn) = (Ti TE) (LEFTn1) Tn) 


一 ((2ι ελα κ) TREL -Ζῃ..1)}2η 一 《 Κε . (Xi1X2) : ZK 二 IT “Tn_1)Tn, 


也 得 到 一 个 左 正规 化 乘积 . 并且 待 证 的 等 式 (1) 右 侧 亦 可 化 为 同样 形式 的 滋 积 ， 和 是 
理 证 毕 . 口 


前 面 引入 过 求 和 号 》 αι. 它 显 然 适用 于 任意 的 加 法 交换 么 半 群 . 在 乘法 么 半 群 
中 ， 有 类 似 的 求 积 号 : 


2 3 Τι τι--1 
] ] > --2ι29. ΙΕ 一 (Cl172 )Z3， Ez 一 ] Li | Cn. 
ι-Ξ1 ?一 | ἐξ-1 τσ] 


根据 定理 1, 么 半 群 的 元 素 zt, zz，…… ,zn 的 乘积 在 记 法 (或 计算 ) 中 不 必 写 括 
号 .唯一 需要 关注 的 是 当 元 素 彼 此 不 交换 时 指明 因子 的 顺序 . 特别 地 ， 当 zi = 7x2 = 
一 nz 时 乘积 zz.…z 就 像 数 的 运算 那样 记 作 α", 称 为 元 素 z 的 τι ΠΒ. 
从 定理 1 可 推出 关系 式 


αχ -- χη. (αγ απ m,nEN | (2) 


在 么 半 群 (Me) 中 ， 对 任意 zeE M, {19 αν --ο. 
在 加 法 么 半 群 (M, 二 ,0) 中 ， 方 守 zx" € (Mel) 对 应 于 元 素 α 的 倍数 πα = 
2 十 .… 十 Z. 公 式 (2) 对 应 于 倍数 法 则 : 


πια 1 πα = (minr, nmz) = ππια. (2! 
我 们 再 指出 一 些 有 用 的 事实 ， 如 果 在 么 半 群 M 中 有 xy = μα, 则 

(zy = αγ", n=0,1,2,... (3) 
特别 地 ， 该 式 在 交换 么 半 群 中 永远 成 立 ， 公 式 (3) 可 对 n 作 归 纳 证 明 ; 


(σὐ)" = (αὐ)'-!(αν) = (α"-!ν΄-Ὅ(αν) 
(Ty ry = (α΄-!αγ"-1}ῃ = (α΄-!α)(ῳ"-ῳ) 


一 Ty. 


| 


更 一 般 地 ， 若 zizj --σ:αι, 1,}--1,:-: επι, 运用 (3) 式 并 对 πι 作 归 纳 ， 得 到 


ο υπ (4) 


«118. ας ΒΒ  Βὶ 
ΑΦΗ, πα -υ--μΗσΗ αι σι τση Ἔσι τν 1-1, -: πα 则 
ΠΣ {-ὐ) =nr+t+ny, n=0,1,2,..- (9) 


πίσι 1-'.' Ἔππι)τ πα... Ἔπωπι, 了 一 0 1, 2,. (4) 


一 般 来 说 ， 称 (Μ,.,ε) 为 乘法 么 半 群 . 而 称 (M,+,0) 为 加 法 么 半 群 . 在 大 多 
数 情 况 下 ， 只 有 当 勾 半 群 交换 时 才 用 加 法 记号 . 

4. 可 道 元 素 ΘΠ(Μ,,ἐ) 的 一 个 元 素 a 称 为 可 道 的 , 大 存在 元 素 b€ Μ, 
使 得 ab 二 e = ba( 显 然 元 素 ὃ 也 是 可 道 的 ). 如 果 还 有 ay = ε-- δα, ΜΝ δ' -- eb’ = 
(ba)b' = δ(αδ') = be = b， 这 就 为 我 们 定义 元 素 ae M 的 道 元 α 黄征 了 基础 : 


α-Ία--ε-- αα”Ἱ. 


不 言 而 喻 , (α 1) :ξ-α. 勾 半 群 中 可 道 元 素 的 检 念 可 以 看 作 乘 法 乏 半 群 (Mi (R),…, Ε) 
中 可 道 乔 阵 的 自然 推广 . 

因为 (zy)(y πι) = α(νν απ σεα --ᾱ, ΛΑ, (τα (αγ) -- ε, 所 
(αμ) τη σι. 于 是 ， 勾 半 群 (Me) 中 全体 可 逆 元 素 的 集合 对 运算 封 同 ， 并 
构成 M 中 的 一 个 子 勾 半 群 . 


习 题 


1. 作为 一 个 例子 在 第 2 ῬῸ π|811 Ζ Ε“ἠ 16. κ:γὩκπι Ξ- -ῃ 一 m, 它 古 交换 但 非 结 合 
的 .在 代数 结构 (Ζ,κ) 中 有 恒 年 式 (mrrnyrm 一 mm κ (πι τι) 二 n. 现在 假设 给 出 一 个 任意 的 
代数 结构 (Χ,κ), 使 得 任 取 X,Y E XX,(T*Y)*Y 二 TY*(Yx*T) 二 w. βαν. ΚΒ τα 
是 交换 的 . 无 需 给 出 任何 提示 ， 因 为 这 是 本 书 中 服 没 用 的 习题 之 一 、 但 毕竟 还 是 个 练习 ! 

2. 证 明 集 合 


M»(R) = τ 一 (aij) € Mn.(R) 


ΤΊ 
ἃ αΗΞ 0, 1,2... ντι 
j=1 


在 矩阵 的 通常 腾 法 运算 下 构成 一 个 半 群 。 (MR(R),-) 是 么 半 群 吗 ? 
3. 在 乘法 么 半 群 M 中 选 出 任意 一 个 元 素 t 并 引入 一 个 新 的 运算 *k :T*Y 二 Zty. 证 明 (Μ, κ) 
是 一 个 半 群 ， 且 (M,*) 成 为 一 个 么 半 群 ， 当 且 仅 当 所 选 的 元 素 蕊 是 可 弟 的 ,这 时 它 的 单位 元 


是 1. 
4. πε 2 ΤΗ o 构成 一 个 交换 么 半 群 ， 其 中 ο: nom 二 nn 十 mm 十 nm 二 (1 十 n) Χ 
二 十 175) 一 1. 什么 是 (名 ,o) 的 单位 元 ? 找 出 (7ο) 的 全 部 可 逆 元 . 


82 群 


1. 定义 和 例子 ”考察 行列 式 不 为 0 的 实 系 数 n x n ΕΠΕ GLn( 民 )， 根 
所 第 3 章 82 的 定理 3,det 4 -ε 0,det B 关 0 -» det ΑΒ - 0. 我 们 看 到 ， A,B ε 
GLn(R) 5» ΑΒ εἰ). 进一步 ，(4B)C = Α(ΒΟ), 并 且 存 在 一 个 矩阵 Ε, 使 得 对 
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一 切 4e GLn(R),AE = EA= Α. 此 外 ,任意 矩阵 Αε GLn(RR) 都 有 “ 逆 元 ", ΒΑ 
阵 4-1 使 得 44-1 = ΑΙΑ-- Ε 

集合 GLn( 展 ) 连同 合成 法 则 (二 元 运算 )(4, Β) 一 ΑΒ 称 为 民 上 的 n 阶 一 般 线性 
群 , 沿用 81 的 术语 ， 它 是 么 半 群 (Μι(Ὸ),', Ε) 中 的 所 有 可 道 元 素 构成 的 子 么 半 群 , 
但 是 这 个 子 么 半 群 特别 重要 , 它 得 到 了 特殊 的 命名 , 并 成 为 一 般 理论 有 价值 的 实例 . 

定义 所 有 的 元 素 都 可 逆 的 么 羊 群 叫 作 ΒΕ, 换言之 ， 下 述 公理 必须 满足 . 

G0) 在 集合 G 上 定义 了 一 个 二 元 运算 (α,υ) -» αὐ. 

G1) 运算 是 结合 的 : 任 取 zyz EG, (zy)z = 了 (2)， 

G2) G 有 单位 元 e: 住 取 XEG,re=er=7. 

G3) G 的 住 意 元 素 α ἌΦλ, ο. σα 一 0 一 6. 

我 们 在 第 1 章 88 中 引出 的 代数 结构 ο 满足 上 述 公 理 ， 称 之 为 n 元 置换 的 对 
称 群 . 事实 上 ， 正 是 这 些 重 要 的 例子 ， 使 我 们 想到 了 群 的 一 般 定 义 . 

令 人 惊讶 的 是 ， 代 数学 中 最 古老 和 结果 最 丰富 的 领域 ， 竟然 建立 在 这 样 一 组 简 
单 的 公理 之 上 ， 这 一 领域 在 几何 学 中 ， 以 及 将 数学 应 用 到 上 日 然 科学 当中 发 挥 着 根本 
作用 . 稍 加 分 析 可 见 , 它们 还 可 以 进行 简化 , 但 这 种 事 对 于 我 们 来 说 不 是 原则 性 的 ， 

带 有 交换 二 元 运算 的 群 自然 叫 作 交换 群 ， 也 常常 叫 作 阿 贝 尔 群 (为 了 纪念 挪威 
数学 家 阿 贝尔 )…“ 群 ” 这 一 术语 是 由 群 论 的 蚀 始 人 ， 法 国 数学 家 佑 罗 瓦 引入 的 群 论 
的 思想 在 贫 罗 瓦 之 前 已 有 流传 (就 像 基 本 的 数学 思想 产生 时 肖 有 的 那样 ), 拉 格 表明 
实际 上 已 经 证 明了 群 论 的 一 些 定理 ， 虽 然 其 形式 是 朴素 的 . 伽 罗 瓦 天 才 的 工作 起 初 
并 没有 被 人 们 理解 ， 对 这 一 工作 重 又 引起 兴趣 是 在 者 尔 当 的 书 《 阜 换 与 代数 方程 》 
(1870 年 ) 出 版 之 后 开始 的 ， 直 到 19 世纪 末 ， 群 论 才 “完全 脱离 了 梦幻 ， 代 之 以 精细 
整理 过 的 逻辑 结构 .”( 克 莱 因 ，《 19 世纪 数学 发 展 史 讲 义 》). 

对 于 群 G 中 元 素 的 个 数 (更 准确 地 说 ， 群 的 基数 ), 可 用 等 价 的 符号 CardC, |Ο], 
以 及 (G : e) 表示 .当然 在 §1 中 关于 么 半 群 的 全 部 论述 都 可 以 用 到 群 上 来 仅 需 引 
入 一 些 必要 的 新 名 词 ， 特 别 是 ， 子 集 五 CG 称 为 G 的 一 个 子 群 ,大 ee H;hi,h2 € 
二 hh EH; 昌 heH 寺 ht!eH. 子 群 Ηςα 叫 作 一 个 ἈΠΕ. ΒΗ: {ej}， 
ΗΒ Η-α. 

我 们 再 给 出 一 些 群 的 例子 . 

例 1 在 一 般 线性 群 GL,(R) 中 考察 由 行列 式 为 1 的 矩阵 梅 成 的 子 集 51. (8): 


SLn,(R) = {A € GLn (R)| det A = 1}. 
ΠΑ͂Σ, Ε εδ). 根据 第 3 章 关 于 行列 式 的 一 般 结果 


det Α -- 1, det Β -- 1 -» det ΑΒ -- Ἱ. 
det 4- = (det 4)- -- 1. 


所 以 SL,(R) 是 Ω1.(Κ) 的 一 个 子 群 ， 称 为 民 上 的 n 阶 特殊 线性 群 . 它 也 叫 作 单位 
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ΕΕ, 然而 后 一 名 词 通常 用 于 行列 式 为 土 1 的 窍 阵 构成 的 群 . 

应 该 指出 ， 群 ΙΒ) 中 包含 着 许多 有 趣 的 群 ， 几 代数 学 家 都 把 它 看 作 新 的 思 
想 和 未 解决 问题 的 无 尽 的 源 果 . 

例 2 用 有 理 数 代替 实数 ,我 们 就 得 到 了 QQ 上 的 阶 一 般 线 性 群 GLn(Q) 及 其 
子 群 SLn(Q), 在 群 SL,(Q) 中 包含 一 个 有 趣 的 子 群 SLn(Z), 它 由 行列 式 为 1 的 整数 
ἘΠ ΡΕΘΗ ΗΝ. 第 3 章 83 的 定理 1 给 出 了 其 道 矩 阵 的 表达 式 , 由 此 可 以 证 明 ，SLwn(Z) 确 
实 是 一 个 群 . 群 SLu(Q) 和 SLn(Z) 在 数论 中 占有 重要 的 地 位 , 在 图 15 1Η, GLn(R) 
的 上 述 子 群 构成 了 一 个 偏 序 集 ( 见 第 1 章 86 55 4 ΒΣ) 


GL,(R) 


GL,(Q) 


图 15 
例 3 令 例 1 和 例 2 中 的 n= 1, 我 们 得 到 了 实数 和 有 理 数 上 的 1 阶乘 法 群 
κ’ = R\{0} = GL1(R), 9” = ΩΜΟ) = GL1(Q). 


这 些 群 显然 是 无 限 的 ， 因 为 在 (Z,,1) 中 的 可 北 元 仅 有 1 和 -1, 故 GL1(Z) = [61]. 
进一步 ， SL1(R) = SL1(Q@) = SL1(Z) = 1. 但 当 n = 2, 甚至 连 群 SL2(Z) 都 是 无 限 
的 ， 比 如 ， 它 包含 所 有 的 矩阵 


| 1 πι ) | 1 0 ) | πι πι-1] ) 

3 a 9 ΤΓὶ ς- Ζ. 
0Ο 1 πι 1 1 ] 
我 们 进一步 指出 才干 无 限 加 法 群 : 


(R, 1,0), (Ώ, +, 0), (2, +, 0). 


例 4 设 Q 是 任意 集合 , 而 5(0) 是 全 体 双 射 (一 一 映射 )f :9 一 0 的 集合 . “5 
虑 到 第 1 ΞΕ 85 关于 集合 的 映射 的 结果 (定理 1, 定理 2 以 及 定理 2 的 推论 ) 我 们 马 
上 断言 ，S(O) 是 一 个 群 ， 其 自然 的 二 元 运算 是 映射 的 合成 . Ηάλλε, 5(Ώ) ἀξ 510] 
1 中 定义 的 么 半 群 M(O) 的 子 么 半 群 ， 它 由 Μ(Ω) 的 全 体 可 逆 元 素 组 成 ， 但 这 个 细 
节 我 们 就 不 过 多 强调 了 . 群 S(O) 自身 , 特别 是 它 的 各 类 子 群 叫 作 变换 群 ,它们 在 群 
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论 的 各 种 应 用 中 是 很 基础 的 ， 1872 年 克 莱 因 宣 布 了 著名 的 “爱尔兰 根 纲领 `, 将 变 
换 群 的 概念 作为 对 各 种 几何 学 进行 分 类 的 基础 (关于 这 一 点 详 见 [ΒΑ Ἡ]). 

{ΠΕ 取 作 线性 空间 ΚΝ", 我 们 就 得 到 了 一 个 “很 大 ”的 难以 全 面 认 识 的 群 
S(R"). 但 (5) 中 包含 一 个 由 可 道 线性 变换 ρα. Κ' -υ 了 "构成 的 子 群 ， 它 与 凤 阶 
非 退 化 矩阵 4 一 一 对 应 ( 见 第 2 ΞΕ 53). 

这 样 就 可 以 把 GLn(R) 嵌入 到 S(R”) ΠΒ. 

在 下 面 引 入 群 同 构 的 重要 概念 之 后 ， 这 一 般 入 的 含义 就 清楚 了 . 

2. 循环 群 ” 设 G 是 乘法 群 ( 即 带 有 乘法 运算 ),a 是 G 的 一 个 取 定 的 元 素 ， 如 果 
任意 元 素 g € G 都 可 以 写成 9 = α" 的 形式 ， 其 中 ne€ Z, 则 称 G = (a) 是 带 有 生成 
元 a 的 循环 群 (或 由 元 素 a 生成 的 循环 群 ). 类 似 地 ， 在 加 法 的 情况 下 ， 循 环 群 定义 
成 (α) = {naln € Z}. 当然 ， 这 并 不 意味 着 元 素 α΄ 或 na 是 两 两 不 同 的 ,约定 从 号 
(a-1)* =a“*, 并 证 明 下 述 论断 的 正确 性 . 

定理 1 Έδπι πε, 


(对 应 地 ， ma 十 na 二 (m+n)a,，n(ma) = (nm)a). 
证 明 如 果 m,n 是 非 负 的 , 见 51 359 βζή155 25510 (2) 和 (2/). 如 果 m < 0,m < 0， 


则 πύ = --πιλθ,π'Ξ-π2Ἕο, Η 
amaon -- (α 1) (α 1) --(α-}" η = a (m+n) 一 απ η. 


如 果 m' -- --πι > 0, n > 0, 则 有 


αα" 一 (απ α΄ = (gai... α-}))(α .:- α) Ξ- αἴ = απ Έτ 
πι’ γι 
如 果 πι 之 τν, ΙΙ 
αντι -- (a 一 切实 一 -- amtn 


当 m > 0,n < 0 时 ， 可 类 似 地 处 理 ， 利用 上 述 论 断 和 元 素 方 医 的 定义 ， 易 证 等 
式 (a™)n 一 am 口 

循环 群 最 简单 的 例子 是 整数 加 群 (Z,， +, 0), 它 由 元 素 1 或 -1 ΕΙΝ. 易 验证 十 
阵 1 | ) 生成 SL2(Z) 的 一 个 无 限 循环 子 群 .集合 {ι, -1} 是 一 个 2 ΤΗΕ 
循环 群 . 

我 们 来 看 ” 阶 循环 群 的 一 个 例子 , 考察 平面 绕 某 个 点 ο 的 旋转 ， 使 得 中 心 在 Ο 
点 的 任意 正 n 边 形 PP 变 到 自身 . 显然 、 这 些 旋 转 构 成 一 个 群 : 它 的 乘法 是 将 两 个 族 
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τ... ΤΠ“ = φῖ, 从 几何 直观 出 发 ， 显 然 有 951 = οἳ 
Η yp? = 9po( 单 位 变换 ). 于 是 ΙΟ] n Ε Ον  (φι) . 注意 循环 群 Cn 是 正 τι 边 形 
Ρα 的 全 体 对 称 变换 ( 即 Ρε 到 自身 的 变换 )D, 的 一 个 真子 群 . 

再 一 次 假定 G 是 任意 群 ，a 是 G 的 一 个 元 系 . 我 们 得 到 了 两 种 可 能 性 . 

1) 元 素 a 的 所 有 方 攻 两 两 不 同 ， 即 mx 关 n 地 am πα”. 这 时 称 元 素 a 是 一 个 无 
限 阶 元 . 

2) 4 m 关 n 时 ， 有 等 式 om -- α". 如 果 m > η, Μα απ’ = e, 即 元 素 a 的 某 个 
正方 攻 等 于 G 的 单位 元 设 g 是 使 oa = e 的 最 小 正 数 ， 这 时 我 们 称 元 系 a 是 有 限 
阶 元 , 阶 数 为 4. 

在 一 个 有 限 群 G(CardG < co) 中 ， 自 然 所 有 的 元 素 都 是 有 限 阶 的 . / 

注意 “ 阶 ” 这 个 词 在 数学 中 有 多 种 含义 . 我们 以 前 谈 过 7 阶 方 阵 (8Η πΧ π 阶 的 
ἘΠΕ), 但 一 个 非 退 化 矩阵 4 作为 GLn( 民 ) 的 元 素 也 有 在 网 才 指 出 的 意义 下 的 一 个 阶 
(可 能 是 无 限 的 ). 但 从 上 下 文 看 ， 每 一 次 出 现 的 阶 的 含义 者 是 清楚 的 . 

回顾 τι 阶 循环 群 ， 下 述 论断 几乎 是 显然 的 . 

定理 2 任意 元 素 aE G( 这 里 G 是 任意 的 群 ) 的 阶 等 于 Card(a). 

如 果 a 是 一 个 g 阶 元 ， 则 (a) = {ε, α, ---, αἴ}, 


» 


a"—~e<k=lg leZ. 
证 明 ”如 果 a 是 无 限 阶 元 ， 无 需 证 明 . 如 果 a χὲ ᾳ 阶 元 ， 则 由 定义 ， 元 素 ο, α, 


a?,.… ,a9-1 两 两 不 同 . 任意 其 他 的 方 短 a* 与 这 些 元 素 之 一 重合 , 即 (a) = {e α, … 
αἲ 1}. 为 此 ， 利 用 Z 中 的 带 余 除法 (第 1 章 89 第 3 段 ), 将 写成 如 下 形式 


3 


k=lg+7r, 0 和 7 和 9 一 1 
运用 定理 1 给 出 的 方 革 法则， 得 到 
ae 一 (aqgj ar -- εαἲ -- α". 
特别 地 ，a* 二 e 二 r=0 坟 k== lg. 口 
3. 同 构 ”前 面 已 经 指出 , 沿 逆 时 针 方 向 旋转 0”，120。，240。” 的 三 个 旋转 


射 )W1，YW2， ψα. 它们 的 对 称 轴 分 别 是 1 一 1,2 一 2,3 一 3'. 全体 6 个 对 称 变换 分 别 对 
应 于 三 角形 顶点 集 的 六 个 置换 .我 们 得 到 


PO ~ ὡ pl ~ (123), pa ~ (132), 
ψι ~ (20), ψο ~ (13), ws ~ (12). 


因为 不 再 有 其 他 的 三 元 置换 ， 故 可 断言 ， 正 三 角形 的 全 体 对 称 变换 组 成 的 群 Ds πὲ 
示 出 与 对 称 群 53 的 极 大 类 似 . 
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在 同样 的 意义 下 ， 循 环 群 C,( 见 第 2 节 例 ) 和 {12 ::' n)) C Sn 彼此 相似 ， 这 
些 事实 和 关于 群 的 一 般 性 思考 ， 引 出 了 一 个 十 分 自然 的 问题 ， 它 涉及 群 的 最 本 质 的 
属性 . 初 看 起 来 ， 一 个 群 G 的 全 部 信息 已 包含 在 G 的 乘法 表 中 ， 称 之 为 引 莱 表 : 


事实 上 ， 群 的 很 多 规律 可 以 从 观察 它 的 饥 莱 表 得 出 ， 即 从 以 mi = gig; EG 
为 元 素 的 矩阵 M = (σι) 得 出 ( 若 n= (G : e), 矩阵 的 阶 为 nxn). 例如， 我 们 注 
意 到 在 矩阵 M 的 每 一 行 和 每 一 列 , Βα 的 任意 元 素 刚 好 出 现 一 次 ( 见 下 述 定 理 4 
的 证 明 ). ΒΟ 是 阿 贝 尔 群 当 且 仪 当 和 矩阵 M 是 对 称 的 ， 即 mi --πιμ. 可 以 从 表 中 
得 到 的 群 的 性 质 有 很 多 ,但 是 毕竟 在 比较 两 个 群 G 和 G 的 乘法 霄 时 ， 涉 及 元 隶 
的 排列 顺序 ， 因 为 矩阵 M 的 形状 依赖 于 群 元 素 的 取 法 ， 而 在 无 限 群 的 情形 ,情况 
就 更 加 复杂 

比较 群 G 与 Ο' 的 最 正确 最 基本 的 方法 基于 同 构 的 概念 ， 

定义 ”两 个 分 别 具 有 运算 κ 与 o 的 群 (G;*) 与 (Go) 称 为 同 构 的 ， 关 存在 一 
个 映射 : G 一 G', 使 得 

i) f(a*b) = 二 f(a)o f(b) 对 任意 a, νεα 成 立 ; 

ii) f 是 双 射 . 

通常 用 符号 G ~ G' 表示 两 个 群 同 构 . 

我 们 给 出 同 构 的 一 些 简 单 性 质 . 

1) 单位 元 对 应 到 单位 元 . 事实 上 ， 痢 e 是 群 G 的 单位 元 , Μεκα--ακε-α, 
这 就 意味 着 f(e)o f(a) = f(a)o f(e) = f(a), 因而 fl(e) = e 是 群 G' 的 单位 元 . 这 
一 证 明 部 分 地 用 到 了 f 的 两 个 性 质 ， 性质 Ὁ 是 显然 的 ， 性 质 让) 保证 了 f 是 满 射 ， 
因而 f(9) 取 遍 了 和 群 G' 的 所 有 元 系 . 

2) fla-!) = }](α)-᾽. 事实 上 , 根据 1) f(a)o f(a ) = f(axa )=f(e)=e 是 
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G 的 单位 元 ， 从 而 


fla) -- f(a) οὐ’ = f(a) ο(}(α) ο f(a )). 
= (f(a) of(a))o f(a )=e of(a  )= f(a ). 


3) 北上 映射 六 1 G' 一 G( 根 据 性 质 记 ,f-! 是 存在 的 ) 也 是 一 个 同 构 . 由 于 第 1 章 
85 定理 2 的 推论 ， 我 们 仅 需 验证 Γ᾽’ 满足 性 质 ). Αα, δ' ε σα. 由 于 了 的 双 射 性 
有 a,be Ο, Ε ](α) --α’, [(ὁ) -- δ’. 因为 了 是 同 构 ，a’ob’ = f(a)of(b) = /(α κ ὁ). 
从 而 有 a*b = [ία ob), 又 因为 a = f(a ), ὁ = 10), Ἡ [ία οὐ) = 
f (a)*f 0"). 

注 记 简单 的 验证 表明 ， 在 群 Ρα 和 δε 之 间 建 立 的 关系 ~ 是 一 个 同 构 . 

函数 f: = ln 是 正 实数 乘法 群 (Εν, Ὁ) 到 全 体 实数 的 加 法 群 (Ἀ, 1} 的 一 个 同 
构 上 映射 .显然 对 数 函 数 的 性 质 inab = Ίπα + Inb 恰 为 同 构 定义 中 的 性 质 i) 的 一 个 模 
απ, {ΜΗΝ ΣΕΤΗ ΡΕ ΣΧ z 一 e”. 

现在 我 们 来 证 明 两 个 一 般 性 的 定理 ， 说 明 同 构 在 群 论 中 的 作用 

定理 3 任意 两 个 同 阶 的 循环 群 是 同 构 的 (特别 地 ， 任 意 两 个 无 限 循环 群 是 同 
14) 0). 

证 明 事实 上 , 若 (ο) 是 无 限 循环 群 ， 则 所 有 的 9 ΠΠ 758 ο" 是 彼此 不 同 的 ， 令 
ο" -» f(g") = n, 我 们 得 到 了 一 个 同 构 f; (9) 一 (2, 1). 了 的 双 射 性 是 显然 的 ， 而 性 
质 f(g”g") = f(g™") - f(g") 由 定理 1 推出 . 

现在 设 G = {e, 6, ..:., οἷ}, Ο' = {ο', σ', "τν (σ)ΐ-}} 是 两 个 α 阶 循环 群 
(G 和 GG’ 中 的 运算 均 用 乘法 表示 ). 我 们 定义 一 个 一 一 映射 


fig ο (9), k=0,1,..,49—1. 


任 取 n,m 一 0, 1,…,g 一 4 设 n+m=lg+7, 0<r< gq-1, 如同 定理 2 的 证 明 ， 
我 们 有 
f(g™™)= f(g9) ΜΗ = (9)" (9) = 1(9") f(9™). 口 


定理 4( 凯 莱 ) 任意 nn 阶 有 限 群 都 同 构 于 对 称 群 5, 的 某 个 子 群 . 

ΒΗ 设 G 是 我 们 的 群 ，n = αι. 可 以 将 5, 看 作 集 合 G 到 目 喘 的 全 体 一 一 
映射 的 集合 ， 因 为 被 ον 的 置换 所 作用 的 那些 元 素 ， 其 目 然 属 性 是 非 本 质 的 ， 

对 于 任意 元 素 a € G, 我 们 来 看 由 公式 


Lalg) = αὖ 


定义 的 上 映射 L。: G 一 G( 显 然 我 们 重 述 了 第 1 章 88 第 3 段 的 定义 )、 如 果 e = 
91, 92,，'… ，gn 是 群 G 的 全 部 元 妹 ， 那么 ασι, αθ», … ,agn 是 按照 男 外 的 次 序 排列 
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的 G 的 全 部 元 素 (回忆 项 莱 表 ). 这 件 事 是 明显 的 ， 因 为 
agi= ag9; a (agi)=a (ag9;) (a a)gi = (a a)g; -» 9i = 9). 


显然 ，L。 是 一 个 双 射 (置换 ), 其 道 映 射 为 Li = La-1. 恒 等 映射 目 然 是 L。. 

再 一 次 运用 G 中 乘法 的 结合 律 ， 得 到 Lob(g) = (ab)g = a(bg) = La(Ls 9), Β 
Los = Lo Το. 

令 S(G) 是 集合 G 到 自身 的 全 体 双 射 组 成 的 群 , 即 群 5 , 则 集合 Γιο, Γῷ, … ,Ly 
构成 S(G) 的 一 个 子 群 Η. 我 们 有 包含 关系 Η C ὃν 和 对 应 关系 工 :a 一 Lo € Η, 
根据 上 面 的 论述 ， 工 具有 同 构 的 一 切 性 质 . 口 

凯 莱 定理 虽然 简单 ， 但 在 群 论 中 意义 重大 . 它 引 出 了 某 种 “通用 ”对 象 (对 称 群 
{Snlm = 1,2... } 的 族 ), 这 种 通用 对 和 象 在 精确 到 同 构 的 意义 下 包含 了 所 有 的 一 般 有 
限 群 . 短语 “精确 到 同 构 ”, 即将 所 有 同 构 的 群 归 为 一 类 ， 不 仅 反 映 出 群 论 的 本 质 也 
反映 出 整个 数学 的 本 质 ， 没 有 这 样 的 一 般 化 ， 数 学 就 失去 了 意义 . 

在 同 构 的 定义 中 若 G' = G, 我 们 就 得 到 了 和 群 G 到 自身 的 同 构 映射 p:G 一 G. 
称 之 为 群 的 自 同 构 . 例如 恒 等 映 射 ec :σ-» 9 (以 后 简 记 作 1) 是 目 同 构 ， 但 一 般 
来 说 ， 群 G 也 有 非 平凡 自 同 构 . 同 构 映 射 的 性 质 3) 表明 ， 目 同 构 的 逆 映 射 也 是 目 
同 构 . 如果 w, ϕ 是 群 G 的 自 同 构 ， 那 么 任 取 α, ὃ € G(pou)(ab = φ(ψ(αδ)) = 
ρ(ψ(α) φ(θ)) = (φ ο φ)(α) (ρο ψ)(6ϐ). 事实 上 ， 群 G 的 全 体 自 同 构 的 集合 Aut(G) 18 
成 S(G) 的 一 个 子 群 ， 后 者 由 G 一 G 的 全 体 双 射 组 成 ， 

4. 同 态 ”在 群 G 的 自 同 构 群 中 含有 一 个 特殊 的 子 群 . 它 用 符号 Inn(G) 表示 ， 
称 为 内 自 同 构 群 . 其 元 素 是 映射 


L:g aga i. 


简单 的 练习 表明 ， I 满足 自 同 构 的 一 切 性 质 ， 并 且 15 1 = αι, 1 = 1 是 单位 
自 同 构 ， I6o = a6( 因 为 (Joo15)(9) = Ια(1ε(ϱ)) = Ια(ῦ gb )=abgb a - 
(ab)g(ab)™ = Ιαν(α)). 

最 后 一 个 关系 式 指 出 ， 由 公式 f(a) = 五 ,as G, 定义 的 从 群 G 到 它 的 内 日 同 构 
群 Inn(G) 的 映射 

f:G— nn(G) 

满足 自 同 构 映射 的 性 质 i):f(a)。 f(b) = f(ab). 但 性 质 ἡ) 不 一 定 满足 ， 例如， 当 G 
是 阿 贝 尔 群 时 ， 任 取 a, g < G, aga” = 0, ΚΚ Ια = Ie, 群 Inn(G) 仅 由 单位 元 I 组 
成 ， 这 个 例子 自然 导致 了 下 述 的 一 般 化 

定义 群 (G, *) 到 (ς/, ο) 的 一 个 映射 J:G 一 G' 叫 作 同 态 映 射 , Ἐ 


να, δε G, flaxb)= (α) ο [(0) 
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(换言之 ， 只 满足 同 构 定 义 中 的 性 质 Ὁ). 
集合 


ker f = {9 ΕΩ|}(9) =e 其 中 e 是 G 的 单位 元 }， 


叫 作 同 态 f 的 18. 

群 到 自身 的 同 态 映射 也 叫 作 群 的 目 同 态 . 

在 同 态 的 定义 中 不 仅 不 要 求 f 是 单 射 ， 也 不 要 求 了 是 满 射 ( 即 “ 到 上 ”的 映射 )， 
但 这 不 是 本 质 的 ， 因 为 我 们 总 可 以 局 限于 考察 映射 的 像 In j C α, 它 显 然 是 G 的 
一 个 子 群 ， 同 态 f 与 同 构 的 主要 区 分 点 在 于 非 平凡 核 kery 的 存在 性 ， 它 是 度量 f 
的 非 单 射 性 的 尺度 ， 如 果 ker f = {ε}, οι 是 一 个 辐 构 ， 

我 们 指出 


ao) Ξ ε’, {(8) Ξ- ε’ = fla*b)= f(a)of(b)=e ος’ ε’ Η. 
f(a ')= f(a) -- (6)-᾽ -ε’ 


所 以 核 ker f 是 G 的 一 个 子 群 ， 

5. 术语 ,例子 ”术语 满 射 (“ 到 上 ”的 映射 ), 单 射 (嵌入 映射 ), 双 射 ( 一 一 映射 ), 可 
用 于 任意 集合 间 的 映射 (不 一 定 带 有 运算 ), 在 讨论 群 (或 其 他 代数 系统 ) 时 ， 我 们 使 
用 相应 的 术语 满 同 态 (“到 上 ”的 同 态 ), 单 同 态 ( 带 有 单位 核 的 同 态 ), 同 构 (一 一 同 
态 , 既 满 且 单 ). 存在 着 用 态 射 取代 同 态 的 倾向 , 在 阅读 数学 文献 时 了 解 这 些 术语 十 
有 用 的 ， 但 最 初 读 者 (如 果 愿 意 ) 可 以 在 术语 同 构 与 同 态 之 前 附加 “ 映 入 ”和 “ 映 上 上” 
等 字样 ， 

现在 来 进一步 考察 群 同 态 的 右 干 例子 

例 5 整数 加 群 ΖΞ! 9 阶 循环 群 (g) 上 有 一 个 满 同 态 映射 τπτ» g"( 见 $2 πε 
ΒΕ 2). 此 时 ， 显 然 有 ker f = {lqli εὔ]. 事实 上 ， {lq} C Και} 是 显然 的 ， 反面 的 包 
含 关系 从 定理 1 得 到 

例 6 从 实数 加 群 κ 到 平面 绕 不 动 点 O 点 的 旋转 群 了 的 映射 了 :及 一 工 由 公 
式 Γ(λ) = Φλ 给 出 (此 处 Φλ 是 逆 时 针 转 过 角度 2πλ 的 旋转 ), 它 是 一 个 同 态 ， 理 由 征 
ΦχοΦ. = Φλιμ. 旋转 2π 的 整 倍数 与 单位 旋转 ( 转 零 角 度 ) 重合 ， 故 ker f = 7. 也 可 
以 说 f 是 κ 到 单位 圆周 上 的 一 个 同 态 ， 因 为 在 δι 与 单位 圆周 9 的 后 之 闻 存 在 一 
个 由 极 坐标 (1，2r》) 给 出 的 一 一 对 应 ， 其 中 0 < 入 <1. 

例 7 一 般 线 性 群 GLm(R) 由 满足 det Αγ 0 的 mxm ΞΕΊΕΡΕ 4 构成 , 5 f := 
det 则 有 从 GLm(R) 到 非 零 实数 乘法 群 R* 上 的 同 态 ， 同 态 条 件 1f(4B) = f(4)f(B) 
恰 为 第 3 ΒΕ 82 定理 3 的 公式 .根据 定义 SLm(R) = κει ᾖ. 

例 8 考察 2 阶 循环 群 C2 = (-1) = {1, 一 1}. 如 果 必 要 ， 它 可 以 用 明 羔 表 抽 和 银 
地 给 出 : 
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由 已 知 的 函数 s = sgn : T ιο ex( 置 换 ”的 符号 ) 给 出 的 映射 s : δα 一 C2 是 对 称 群 
ο, 到 C2 上 的 同 态 ， 核 kers = Αι, 阶 为 η ( 见 第 1 章 5855 3 ΒΣ),Α} ΠΗ{Ε 交错 群 . 

例 9 元 限 群 可 以 同 构 于 自己 的 真子 群 . 例如 加 法 群 (Z, +) 包含 有 真子 群 %2Z = 
{πκ|κεΖ}, 其 中 n> 1 是 一 个 固定 整数 . 易 验 证 由 gn(k) = nk 定义 的 映射 gn : 艺 一 
nz 是 一 个 同 构 . 顺便 指出 ，Z 和 nZ 者 是 无 限 循 环 群 ， 生 成 元 分 别 为 1 或 ~1, 以 及 
τν 或 一 n; 所 以 gn 和 了 映射 大 一 一 nk 是 ZZ 一 nZ 的 全 部 可 能 的 同 构 映 射 . 

例 10 群 Aut(G), 甚至 个 别 的 一 个 非 单位 元 p € Aut(G), 都 可 能 市 来 群 G 的 重 
要 信息 .下 面 的 例子 可 以 说 明 这 一 点 . 设 G 是 有 限 群 , 它 有 一 个 2 阶 日 同 构 p(yp* -- 1), 
没有 非 平凡 的 不 动 点 : 

αφ ε»φία) σα. 


设 φία) α ἵ = φ(ο)ὺ 1 对 任意 abe G 成 立 ， 对 等 式 左 乘 p(0)-!, 右 乘 a, 得 
到 ο(0)- Τρία) -- Da, 即 p(b τα) = Ό ία, 从 而 bia = ε, 5b=a 也 就 是 说 ， 当 
a 取 遍 G 的 所 有 元 素 时 ， yp(a)ja-! 亦 然 ， 或 等 价 地 说 ， 任 意 元 素 9 € G 可 以 写成 
9 = p(a)a-! 的 形式 . 但 这 时 yp(g) = φ(φ(α))φία-}) -- φ᾽(α)φία-;) -- α y(a) - 
(p(a)a-!)-! = g 1， ΒΕ yp 重合 于 映射 g 一 9 一 由 此 得 到 αὐ = φία”.")ὺϕ(0”3) = 
ία” ὑ-1) -- (a-16b-1)-! == Μα, ΒΟ 是 阿 史 尔 群 .此 外 (G :e) 是 一 个 奇数 ， 因 为 G 
是 由 e 和 互 不 相同 的 元 素 对 gi,g; ! = (οι) 组 成 的 . 

例 11 下 述 例子 表明 ,可 以 改变 群 的 运算 ， 但 在 间 构 的 意义 下 不 改变 群 自身 ， 
( 亦 见 41 习题 3). 设 G 是 任意 群 ，t 是 G 的 一 个 给 定 的 元 素 ， 赋予 集合 G 一 个 新 
的 运算 

(ο, ἰν) -» gqg*h = gth. 


我 们 可 以 直接 验证 (σι κ σα) * g3 = 91 * (92 * 09), 即 运算 * 是 结合 的 . όροι = 
ἐ κος, Β οκ (κε τα τε) (τα ο ) κο ἐὸ, ΧΉΚΠΚΒΗ (Ο, κ) 是 带 有 单位 
元 ex --1-} 的 群 ，g 在 (G,*) 中 的 道 元 由 gs ο 给 出 . 映射 :gm gt 
建立 了 群 (α..) 与 (G,*) 之 间 的 同 构 ， 即 f(gh) = f(g) κ f(h). 

上 述 所 有 的 例子 者 说 明了 一 个 一 般 性 的 原则 ; 对 群 G 的 态 冉 的 研究 反映 出 群 G 
自身 的 重要 信息 . 


习 题 
1. 证 明 群 G 的 任意 子 群 族 {Hiji €E 了 } 的 交 [ | Hi 是 G 的 一 个 子 群 . 


1Ε] 


2. 设 5S 是 群 G 的 子 集 称 G 是 由 S 生成 的 ， 并 记 作 σσ (9)， 若 包含 9 的 所 有 子 群 的 交 
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与 G 重合 . (换言之 ,在 G 中 没有 包含 5 的 真子 群 , ) 证 明 ， 当 G = (9) 时 ， 任 意 元 素 gEG 
形 如 g 二 tt2 -::ἐπ, π--1, 2,.…, 其 中 ES 或 tT'ES, 1<t&n. 

3. 证 明 群 G 中 乘法 可 换 的 元 素 αὐ 车 有 互 素 的 阶 st 则 在 G 中 生成 一 个 οἱ 阶 的 御 环 子 
群 ， (a, ὁ) = (αὐ). 

提示 : 包含 关系 (aby C ἰα,δ) -- {a Μθςίςε-ι 0 入 了 入 一 1 显然 成 立 . 
根据 第 工 章 89 第 3 Β, Αλ (s, 二 1 可 知 ， 丰 在 上 1 € Z, 使 认 十 sl 一 1 考虑 到 定理 
Ἱ.αξ- αἲ ὉἩ -- αἲξ -- αρ’. 二 (ab)*€ (αὐ). 类 似 地 ，be (ab), 故 (a, b) ς (αὖ). 

4. 设 M 二 (S) 是 由 集合 ο 生成 的 么 半 群 ， 如 果 每 个 元 素 SE 3 ΕΜ 中 可 着， 证 明 Μα 
一 个 群 . 

5. 证 明 下 述 论 断 : 设 G 有 是 一 个 么 半 群 ， 使 得 任 取 a, ο € G, 方程 ax 二 0b, ya 二 上 有 唯一 
解 ， 则 G 是 一 个 群 . 

6. δ-φΦαυ:χετ»ααἠ-ζία, beERa 和 0) 是 实 直 线 上 的 一 个 仿 射 变 换 ， 它 们 的 集会 记 作 
Αι(Κ), 在 41( 限 ) 中 定义 乘法 pa ppeda 二 pacadtb; 证 明 Αι(Κ) 是 一 个 群 。 ΑΙ(Ν) 包含 有 一 个 于 
群 GL1( 民 ), 它 使 点 ος 0 保持 不 动 ， 也 包含 有 一 个 由 “ 纯 位 移 "z τ» α δ 组 成 的 子 群 . | 


1 0 1 
ο - , ) wa={ ) ο. 


明 (ΑΒ) κ 91ο(2) 中 的 无 限 短 环 子 群 ， 这 说 明 群 G ῬΒΛΝΈΑΙΗ ΚΑΛΑ - Έλλη 
元 . 这 件 事 在 阿 贝 尔 群 中 成 立 吗 ? | 

8. 证 明 著 群 G 的 阶 1G| = 2n 是 一 个 偶数 ， 则 G 中 和 包含 有 一 个 二 阶 元 07ο. 

提示 :观察 G 用 元 素 对 σα, 9g” 的 划分 . 

9. 证 明 6, = ((19), (18), τν, (1n)). 

10. 证 明 Sn -- ((13), (198... n)). 

11. 证 明 交 错 群 Αη 2 3, 是 由 3 循环 生成 的 ， 并 且 事 实 上 


An = ((123), (124), :…. , (12n)). 


12. 证 明 柱 环 克 = (12 .… n) € Sn 的 上 次 方 办 7* 是 d 个 互 不 相交 的 循环 的 来 积 ， 每 一 个 
的 长 度 为 g 二 nf/d,  Ἡ ἆ-- g.c.d(n,k) Ε τι 和 此 的 最 大 公 因 数 . 

13. 设置 换 Tn E Sn 将 T 分 解 成 互 不 相交 的 箱 环 的 乘积 ， 证 明 T 的 阶 ( 即 循环 子 群 (π) 的 
阶 ), 等 于 这 些 御 环 的 阶 的 最 小 公 倍 数 ， 

14. Α, ΒΕ Mn(R) 且 (4B)™ = 万 对 某 个 头 数 πι Ἀ 5, Βι2Θ--5Ξ (ΒΑ) -- Ε “Ὁ 

15.1“ G 是 一 个 有 限 (乘法 ) ΒΕ, ΗΚΆΩ͂ 的 一 个 非 空子 集 ， 如 果 Η 关于 G 的 来 法 封闭 ， 
证 明 Η 是 一 个 子 群 ， 事 实 上 ， 在 这 种 情况 下 ， 在 吾 中 存在 单位 元 ελλ, h ,hE οὐ ξ 
是 多 余 的 . | 

16. 正 有 理 数 的 乘法 群 (@Q@ |，:.) 可 以 有 什么 样 的 生成 元 集 ? 

提示 ”利用 第 1 章 89 的 工本 基本 定理 . 

在 (Q+，.) 中 是 否 存在 有 限 生 成 元 集 ? 

17. 证 明 对 于 给 定 的 阶 数 τι, 在 同 构 的 意义 下 仅 有 有 限 多 个 n 阶 群 ， 群 的 个 数 记 作 p(n). 


提示 : 估计 上 述 γι 阶 凯 菜 表 的 个 数 ， 运用 定理 4 证 明 p(n) 不 会 超过 | Τη | , 即 从 5. 中 
n 


δ n 个 置换 组 成 的 不 同 子 集 的 个 数 . 事实 上 ， p(n) 远 小 于 此 数 ， 但 逼近 于 精确 值 的 较 好 的 估计 
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至 今 没 有 找到 . 


18. 用 习题 10 证 绷 ， 每 个 有 限 群 部 可 以 嵌入 到 具有 两 个 生成 元 的 有 限 群 中 ( 即 存 在 到 这 种 群 
内 的 一 个 单 同 态 )， 


19. 试 证 图 17 标示 出 了 交错 群 44 的 所 有 子 群 . 


7 


图 17 
其 中 符号 Va 代表 克 菜 因 4 元 群 。， Va = {ε, (19) (34)，(13)(24)，(14)(23)}， 图 中 的 其 他 顶点 代 
表 逢 环 子 群 ， 其 生成 元 已 写 明 ， 


20. 证 明 所 有 的 4 阶 群 都 是 阿 册 尔 群 ,精确 到 同 构 只 有 置换 群 = {(1234)) 和 克 菜 因 四 元 群 
νι 两 种 ， 也 可 以 写成 算 阵 群 ， 


0 1 -1 0 0 一 ! 1 0 
0 1 0 -1 0 1 0 一 ! 


给 出 同 构 上 映射 ζ] -» Γι, Μι 一 Γη. 
提示 : Ἐπ α ΕΟ, Ἢ αὐ -- ε, Νὶὶ αὐαῦ -- ε- αὐ -- ὃ -α . - (0 (aa 一 beea 


Ξ- ba. 
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1. 环 的 定义 和 一 般 性 质 ”代数 结构 (2. -) (7, Ὁ) 是 最 先进 入 我 们 视线 的 么 半 
群 的 例子 ， 后 来 看 到 (Z, +) 是 加 法 阿 贝尔 群 事实 上 是 循环 群 ). 但 人 们 经 常 把 这 两 
个 结构 合并 在 一 起 ， 得 到 一 个 在 数学 上 称 之 为 环 的 代数 结构 .初等 算术 最 重要 的 两 
种 运算 的 关系 依赖 于 分 配 律 (a 十 bjc = ac 二 bc, 表面 看 来 它 很 平 几 ， 那 是 因为 我 们 已 
经 习惯 于 它 的 存在 ， 如 果 我 们 斌 图， 例如， 将 代数 结构 (7, +) (2, ο) 联系 在 一 起 ， 
其 中 mom =n 十 mnm, 就 会 发 现 找 不 到 在 两 个 二 元 运算 之 间 如 此 之 好 的 协调 性 . 
在 列举 更 多 的 例子 之 前 ， 先 给 出 环 的 精确 定义 . 

定义 设 玉 是 一 个 非 空 集合 ， 在 ΕΞᾺ 1 ΠΡ (二 元 代数 ) 运算 二 (加 法 ) 和 
(乘法 ), 满足 下 述 条 件 : 


«180. βαν ΠΤ 3 


Η1) (Β,:-) 是 阿 册 尔 群 ， 
R2) (RR,.) 是 半 群 ; 
R3) 加 法 和 乘法 运算 以 分 配 律 相 联系 (换言之 ， 乘 法 对 加 法 的 分 配 律 ), 即 


(α ἠ- ὂ)ε -- ας -- ος, εία -- ὃ) -- σα - οὖ 


对 任意 的 ab ο Ε Εκδ. 

ΛΙ (ΗΕ, --, ') ᾱ--Τ 坏 . 

(8, 1) 叫 作 环 的 加 法 群 , 而 (R，.) 叫 作 它 的 乘法 群 . 如 果 (ΒΕ, Ὁ) 是 一 个 么 半 
群 ， 则 称 (8, 十 , ) 是 有 单位 元 的 环 . 

环 的 单位 元 通常 简 记 作 1. 1 的 存在 性 有 时 列 入 环 的 定义 中 ， 但 我 们 不 这 样 做 . 

在 应 用 中 和 广义 环 论 中 (这 一 理论 正在 功 勃 发 展 ) 人 们 有 时 研究 另外 的 代数 结 
构 ， 其 中 条 件 R2) 或 是 取消 ， 或 是 视 具体 问题 代 之 以 其 他 条 件 . 在 这 种 情况 下 ， 称 
它 为 非 结 合 环 . 但 我 们 在 这 里 只 考虑 通常 的 (结合 ) 环 . 这 就 意味 着 我 们 可 以 根据 δι 
的 定理 1, 不 必 在 意 环 中 任意 大 个 元 素 的 乘积 中 括号 的 位 置 ， 

环 RR 的 子 集 工 叫 作 一 个 子 环 , 如 果 


Vr,yEL=>7rz-yEL 和 xy€EL, 


也 就 是 说 ， 工 是 环 的 加 法 群 的 子 群 和 乘法 半 群 的 子 半 群 . 

显然 , 环 电 的 任意 一 艇 子 环 的 交 仍 然 是 一 个 子 环 (证 法 与 82 的 习题 1 同 ), 于 是 
谈论 由 子 集 T C R 生 成 的 子 环 (T) C RR 是 有 意义 的 . 根据 定义 ， (了 T) 是 R 中 包含 有 
Τ 的 所 有 的 子 环 之 交 ， 如 果 了 自身 已 经 是 一 个 子 环 , 则 (T) --τ. 

如 果 任 取 z, y ε Ε, 有 zy = να, ΠΡ ΕΠΕ 交换 的 (与 群 不 同 ， 交 换 环 通 销 不 
称 作 阿 忠 尔 的 ). | 

环 的 概念 是 非常 广泛 的 . 不 仅 如 此 ， 初 看 起 来 非常 特殊 的 交换 环 类 是 几 十 年 来 
强 有 力 的 研究 课题 , 并 且 交 换 环 论 目 前 已 与 代数 几何 交织 在 一 起 , 后 者 是 界 于 代数 、 
几何 和 拓扑 之 间 的 一 个 漂亮 的 数学 分 文 . 

例 1 (7, 1, η) 是 带 有 通常 的 加 法 和 乘法 运算 的 整数 环 . 能 被 m 整除 的 整数 集 
mm 也 是 也 中 的 一 个 子 环 ( 当 m > 1 时 没有 单位 元 ). 类 似 地 ，Q 和 展 也 是 有 单位 元 
的 环 ， 且 包含 关系 ZCQCR 了 R 给 出 了 环 玉 中 的 一 个 子 环 列 , 

例 2 我 们 在 第 2 章 中 引进 并 详细 讨论 过 Mn。( 了 R), π 阶 方 阵 加 法 和 乘法 的 性 质 
表明 ， Μι(Κ) 是 一 个 有 单位 元 1 = 已 ΠΡ. 称 之 为 κ 上 的 全 矩阵 环 , 也 叫 作 ἈἘ 
的 n 阶 方 阵 环 (或 民 上 n xn 阶 的 矩阵 环 ). 因为 当 n > 1 时 ， 和 矩阵 的 乘法 是 不 交换 
的 ，M (RR) 是 一 个 非 交 换 环 .元素 取 自 QQ 和 马 的 同样 阶 数 的 方 阵 Mn(Q) 和 Mn(2Z) 
分 别 是 M,, (RR) 的 子 环 ， 一 般 地 ， Mn,(R) 中 饱含 着 各 种 各 样 的 子 环 . 它们 将 不 断 地 
以 自然 的 方式 出 现在 我 们 的 教程 中 , 我们 进一步 指出 ， 也 可 考察 任意 交换 环 RR 上 的 
π 阶 方 阵 环 Mn(R), 因为 任意 两 个 矩阵 Α, B < Mn(R) 在 相 加 和 相 乘 后 仍然 是 元 素 
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取 自 RR 的 矩阵 ，M(R) 中 的 分 配 律 可 由 R 的 分 配 律 得 到 . 这 些 都 可 以 从 第 2 章 59 
的 第 3 段 和 第 5 段 所 列 的 矩阵 运算 法 则 中 直接 推导 出 来 . 

例 3 除 矩 阵 环 外 ， 在 各 个 数学 领域 中 ， 函数 环 亦 有 广泛 的 应 用 . 设 X 是 任 
意 集合 ， R 是 任意 环 ， 进 一 步 设 RX = {X 一 R} 是 所 有 函数 (或 映射 ) f : Χ-» ΒΕ 
组 成 的 集合 ， 如 下 定义 两 个 二 元 运算 一 一 逐 点 相 加 了 + 9 ἈΠΕ κ ΛΒΞΕ fg9， 


(f + 9)(7) = f(x) Φ σία), 
ο) = f(x) ο (2) 


(其 中 @ 和 © 分 别 表 示 R 当中 的 加 法 和 乘法 运算 ). 显然 ， 这 不 是 函数 的 合成 ， 在 
线性 映射 的 情况 下 ， 合 成 法 则 导致 了 环 Mn 而 我 们 在 这 里 建立 的 逐 点 相 加 和 逐 点 
相 乘 ， 反 映 了 数学 分 析 的 观点 ， 例 如 当 Χ-Κ,Ε- ΚΗ, μα ἐε 和 sin 的 乘积 为 
tg .sin :zhtgzZz.sn x, 而 不 是 tosin:ztg(sin 2). 

容易 验证 RX 满足 环 的 所 有 条 件 . 比如 根据 RR 中 运算 的 分 配 律 ， 我 们 有 


ΙΕ (0) Φ σ(α)] Θ h(x) = /(α) © Πα) Φ σία) © Μα) 


对 任意 三 个 函数 f, g, h € RX 和 任意 xz € X 成立 ,根据 逐 点 运算 的 定义 ， 这 就 
给 出 了 (f 十 g)h= fh+gh. 第 二 个 分 配 律 的 正确 性 可 类 似 建 立 ， 奉 0,1 是 ΒΕ ΠΗ͂ΤΕ 
元 和 单位 元 ， 则 常 函数 


θχ:στ»0, 1Ιχ:αετ»1 


分 别 是 RX 中 的 零 元 和 单位 元 .如 果 环 R 是 交换 的 ， 则 函数 环 RX 也 是 交换 的 . 

环 RX 中 包含 各 类 子 环 ， 它 们 可 以 用 函数 的 各 种 特殊 性 质 来 定义 ， 例 如 ， 设 
χ -- [6, 1] 是 取 中 的 一 个 闭 区 间 ， 且 R= RR, 令 RI0;1 是 定义 在 [01] 区 间 上 的 所 有 
灾 值 函数 环 ， 它 包含 有 有 界 本 数组 成 的 于 环 R01, 连续 函数 的 子 环 Ro 1 连续 可 微 
函数 的 子 环 及 0 ,等 等 ， 因 为 所 列举 的 性 质 都 在 函数 的 加 法 (减法 ) 和 乘法 下 保持 
下 来 . 

任 取 αεΚ, 定义 一 个 常 函 数 ax :Zr oa vz €E Χ, 那么 侯 入 上 映射 αι» αχ 使 我 
们 可 以 将 了 月 看 作 ΕΧ 的 一 个 子 环 . 总 之 ， 几乎 每 一 个 自然 的 函数 类 都 对 应 于 ΕΧ 中 
的 一 个 子 环 . 

δι 令 (4,+) 是 一 个 加 法 阿 钨 尔 群 ， 任 取 zx, y € 4, 法则 xy=0 建 立 了 4 
的 一 个 零 乘 法 环 结构 . 

环 的 很 多 性 质 平行 于 群 的 对 应 的 性 质 ， 更 一 般 地 说 ， 平 行 于 带 有 结合 运算 的 集 
合 的 性 质 . 例如 对 所 有 的 非 负 整数 mn 和 ae Raman = απ η, (am)? = arm (与 §1 
的 公式 (2) 相 比较 ). 而 由 环 的 定义 中 的 三 个 条 件 导出 的 环 的 其 他 更 特殊 的 性 质 可 以 
从 包 的 性 质 得 到 启示 ， 我 们 列举 其 中 的 几 条 .首先 对 任意 a€ RR 


α.0:-0-αΞ0. (1) 


«199. αυ Ἢ ΛΜ. 域 


ΕΕ, αξθςαξαία-θ)ΞααΞξα. Γα:θξα”5 αἰ Γα.θ-α” «035 
α. 0-- (2541885, θ-α-- 0). | 

现在 假定 0 = 1, 则 任 取 a € RR 我们 得 到 α--α-1--ᾱ-0-.0, Β ΠΤΙ ΒἄΞΠ, 
因而 在 非 平凡 的 环 中 ， 永 远 有 0-1, 其 次 我 们 有 


(一 四 ὃΞ- a(-b) = --(αὐ). (2) 
这 是 因为 ， 例 如 ， 从 (1) 和 分 配 律 推出 
θ--α. 0-- α(ὐ -- ὁ) -- αὐ -- α(--θ) 5 α(--ὂ) = --(αὐ). (2) 


因为 -(-a) = α, 由 (2) 得 到 等 式 (--a)(~0) = αὐ (例如 (--1)(--1) = 1), 和 -ᾱ- 
(-1)-α. 
从 分 配 律 可 以 得 到 广义 分 配 律 


(αι + ---1- απ)(ὂι 3-:--"- ὅπε) = ὃ > aibj (4) 
+ 二 1] ?7 一] 
证 明 并 不 困难 ， 先 令 m = 1 对 n 作 归 纳 ， 然 后 再 对 τι 作 归 纳 ， 现在 利用 (1),(2) 和 和 
(3) 式 得 到 
n(ab) = (na)b = α(πθ) 
1Η πεζ Τα ὺς ΕΙΝ. 
最 后 我 们 指出 ， 任 取 a,8€ RR, 牛顿 二 项 式 公 式 


(α1-ὑ)' -- > ( ' ) aibmn 一 (5) 
2 二 D 

仅 当 ΕΒ 是 交换 环 时 成 立 ， 在 (5) 式 的 证 明 中 需要 用 到 (4), 类 似 于 在 第 1 章 87 中 对 
符 殊 情况 R= Z 的 处 理 . | 

2. 同 余 式 . 剩余 类 环 1 πι 是 给 定 的 自然 数 ， m > 1. 集合 πι 显然 不 仅 在 
加 法 运算 下 封闭 ， 也 在 乘法 运算 下 封闭 ， 并 满足 环 的 定义 中 的 三 个 条 件 . 

现在 我 们 来 利用 子 环 mZ C Z, 构造 一 个 只 含有 限 个 元 素 的 非 零 环 ， 为 此 引入 

定义 ”两 个 整数 n,n’ 称 为 模 m 辐 余 , 1Η πι 去 除 它们 时 余数 相等 ， 记 作 n = 
nm) 或 n 三 n(modm), 这 个 式 子 叫 作 模 m 的 同 余 式 . 

这 样 7 就 被 划分 为 数 的 类 ， 每 一 类 中 的 数 模 πι 同 余 ， 称 之 为 模 πι μὴ Ἀςξε. 
每 个 剩余 类 形 如 

{rym =7r++mZ= {r+mklk € 2}, 

因而 


Ζ, -- {0}πι ο... ) . Ἐπ | 1}m. (6) 
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根据 定义 ， 了 三 m(m) ο τι - τ΄ ἘΚ πι 整除 .将 关系 式 ml(n 一 n') 写成 同 余 
式 τι Ξ πι (πι) 更 加 方便 ， 这 些 同 余 式 可 以 进行 通常 的 等 式 运 算 . ΒΓ Κα Ξ Κί(πι) 且 
Γξ (πι), ή κ -ε ἰξ- Κ' -Ε (πι), Κἰ -Ξ ΚΙ (πι). 特别 地 ἃ Ξ (πι) -» ks 三 k's(m) 对 任 
Ἱ δςεζ 成立. 
这 样 ， 可 以 对 任意 两 个 类 {k}wm 和 {Όλι 定义 和 或 积 ， 所 得 结果 是 与 代表 元 ,1 
的 选取 无 关 的 类 ， 也 就 是 说 ， 在 模 πι 的 剩余 类 的 集合 Zm = Ζ/πιζ 上 诱导 了 唯一 确 
定 的 运算 Ὁ 和 Ο: 
{Ek}m 0 {lm = {E+ ἔπι, 
{Kk}m © {lm = {Rl}m. 


由 于 这 些 运 算 归 结 为 对 取 目 剩余 类 中 的 数 的 相应 运算 ， 即 在 Ζ 7Ο ΓΗΣ 
算 ， 故 {Ζει,Φ,Θ} 也 是 一 个 带 有 单位 元 {1}αι = 1 十 mz 的 交换 环 ， 称 为 ΒΒ πι 41384 
余 类 环 . 当下 标 πι 固定 时 ， 习 惯 于 用 代替 {kj}m, 故 


(7) 


在 Zm 当中 用 代表 元 代替 剩余 类 乍 看 起 来 是 不 严肃 的 ， 但 它 的 明显 的 技术 上 的 
优势 在 于 ， 放弃 上 横 线 和 花 括号 , 仅 依 赖 于 模 πι 代表 元 的 某 个 确定 集合 ,通常 取 集 
合 {0,1,2,… ,m 一 1, 称 之 为 模 m 的 剩余 类 的 导出 集 . 在 这 一 约定 下 ， 我 们 有 比如 
-k=m—k,2(m—1)=-2=m—2. 

于 是 ， 有 限 环 是 存在 的 . 我 们 给 出 三 个 简单 的 例子 , 指明 它们 的 加 法 表 和 


3ε ἰδ πς. 


十 
7ο : 010 1 010 ο 
1 


δια; 


pa: 


剩余 类 环 Ζει 很 久 以 来 就 是 数论 学 家 感 兴趣 的 对 象 ， 而 在 代数 中 ， 它 是 各 类 一 
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3. 环 的 同 态 ”根据 (7) πι, ΠΗ Γι πι {n}m 有 下 述 性 质 : 


fk + - fk) ΓΩ, FED= fk)O FW. 


这 就 使 得 我 们 可 以 在 下 述 的 一 般 定 义 下 称 环 Z 与 Ζει 为 同 态 ， 
ἜΝ 设 (hR, 十 ,-) 和 (Π’.Φ.0) 是 两 个 环 . ΝΕΑ 1:ΒΕ-» ΕΒ’ 称 为 ΕΕ, Ἐ ΤΘ 
持 环 的 两 种 运算 ， 即 
Γία-- ϐ) -- f(a) ὢ (0), 
ab) = f(a) © /(0). 
这 时 易 见 ， /(0) --0’, Η f(na)==nf(a),n Ε Ζ. 
集合 ， 
ker f = {a € RIf(a) = 0} 
叫 作 同 态 } 的 核 . 显然 kerf 是 R 的 一 个 子 环 . 
与 群 的 情况 一 样 ( 见 52 第 5 段 的 术语 ), 同 态 


{:Β-» Ε' 


称 为 : 
单 同 态 , ΕΓ ker f -- 0; 
满 同 态 , 大 像 与 R' Έα, Η 


Imf =f(R)= {a € Β]α = ](α)} - Β; 


同 构 , τή {08 ΗΝ. 

两 个 环 同 构 这 一 事实 简短 地 记 作 5 Π'. 

考察 前 面 给 出 的 映射 让: τε» {nj}m,f 显然 是 一 个 核 为 kerf = πι 的 满 同 态 
ὦ, 一 mgs. 


如 果 仅 仅 考察 带 有 单位 元 的 环 ， 那么 需要 在 同 态 f : R 一 R' 中 合理 地 加 入 条 件 
10) --1’. 


在 满 同 态 和 同 梅 的 情况 下 ， 这 个 条 件 是 目 然 满 足 的 ， 

同 梅 的 环 具 有 相同 的 代数 性 质 ， 而 数学 上 的 真正 兴趣 在 于 环 的 那些 在 同 构 映射 
下 保持 不 变 的 性 质 . 因此 环 μι 既 可 看 作 模 πι 的 剩余 类 集 ， 也 可 看 作 这 些 类 的 代表 
元 集 . 

4. 环 的 类 型 . 域 ”在 我 们 熟知 的 数 环 Z,Q 和民 中 ,， 从 ab= 0 可 得 a=0 或 
= 0. 但 在 任何 上 述 环 上 的 方 阵 环 中 ， 却 没有 这 个 性 质 ， 利 用 矩阵 Bij( 见 第 2 章 53 
定理 4 的 证 明 ), 当 了 3 大 时， 我 们 有 等 式 Εἰ;Εκι = 0, 尽管 Ει; ἐ0, Η. Εκι σ 0. 我 们 
指出 ΕΕ = Bi; 关 90. 人 们 可 能 会 认为 ， 如 此 不 正常 是 由 于 环 Mi 的 非 交 换 性 ,但 


ο 环 和 域 1959. 


事实 并 非 如 此 . 我 们 在 第 2 段 中 已 经 看 到 ， 在 交换 环 Z4 中 有 等 式 2@2 = 0, ΞΘ ΛΓ 
共 知 的 真理 “2 乘 以 2 等 于 4” 相 违背 .再 给 出 两 个 例子 . 

例 5 数 对 (a,5b)( 此 处 可 设 a,b ΧΗ 7,0 Ἐἳ ΙΝ, 连同 如 下 定义 的 加 法 和 乘法 显 
然 构成 一 个 环 : 


(αι, ὂι) 十 (a2, b2) 一 (αι 十 Q2,01 十 ο], 
(αι, δι) (@2, 09) 一 (aia2， 102), 


这 个 环 是 交换 的 ， 带 有 单位 元 (111). 我 们 再 次 遇 到 了 同样 的 现象 : (1,0): (0, 1) = 
(0,0) = 0. 

例 6 在 实 函 数 环 开 "中 ( 见 第 1 段 的 例 3), Ες Τ:α-5»|α|}-αΤπο:ατ»ἰαὶ-α 
具有 这 样 的 性 质 : 5 z < 0 时 ， f(z) =0, 而 当 z>0 时 9(z) --0. 所 以 它们 的 逐 操 
乘积 fg 1 ΞΡΑΣΧ, ΣΈ 750 Β 970. 

ἜΝ 在 环 民 中 ， 如 果 a 关 0,b 关 0, 但 ab 二 0, 则 a ο 4Ε 左 零 因子, 而 5 "ἡ ψΕ 
右 零 因子 (在 交换 环 RR 中 简称 为 ΣΕ). 在 非 零 环 尺 中 ， 堆 本 身 叫 作 平凡 零 因子 . 
如 果 环 民 除 0 外 没有 其 他 的 零 因子 ， 则 RR 叫 作 无 零 因子 环 . 如 果 一 个 交换 环 ΚΒ 
有 1 关 0, ΒΛ ΣΕΤ, ΛΙ Ε 为 整 环 ( 整 性 环 或 具有 整 性 ). 

定理 1 有 单位 元 的 非 平 凡 交 换 环 民 是 整 环 ， 当 上 且 仅 当 在 民 中 消去 律 成 立 ， 
即 对 任意 a,b,c Ε Β, 


ab=ac, a#0=>b=c. 


证 明 ΠΠ R 中 有 消去 律 ,那么 从 αὐ =0=a:0 推 出 或 者 a = 0, 或 者 a 了 0 但 
b 二 0. 反之 : 如 果 RR 是 整 环 ， 则 


αξ- αοαπεθ0ξν αὐ-ο.Ξ0θὼ-οξθςξοθςο . 


在 有 单位 元 的 环 R 中 自然 要 考察 可 道 元 素 的 集合 . 元 素 a 称 为 可 道 的 (或 单位 )， 
共存 在 元 素 o ,使 得 ua- = 1 = a ia. 准确 地 说 ， 应 该 谈 元 素 是 Ἐπ] 914} 5ὶ ας Ὁ] 
逆 的 (它们 分 别 指 存在 元 素 b, 使 ab = 1 或 ba = 1), 但 在 交换 环 或 无 零 因子 环 中 ， 这 
两 个 概念 是 一 致 的 . 事实 上 上 ， 在 无 等 因 子 环 中 从 αὐ -- 1 得 到 aba = α,αίδα -- 1) -- 0, 
由 于 a 关 0, 故 ba 一 1==0, 妈 ba=1. 

我 们 知道 ， 例 如 ， 在 环 Mn 中 ， 可 逆 元 素 恰 为 行列 式 不 为 零 的 和 矩阵. 一 个 可 道 
元 时 a 不 可 能 是 零 因 子 : 


αὐ-θ-α Τ(αϐ) - 0-(α α)ὐ-θ-1.ὲ-θ-ῦ-θ 


(类 似 地 ， ba = 0 全 5 = 0). 所 以 毫 不 奇怪 ， 成 立 如 下 的 
定理 2 设 尺 是 有 单位 元 的 环 , 则 环 民 中 的 全 体 可 地 元 素 构成 一 个 乘法 群 U(RR). 
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证 明 事实 上 ，U(R) 包含 单位 元 ，a EeE U(R) -» a-!1 εὔ(Β), ΒΗ. ΒΕ 中 的 乘法 
满足 结合 律 ， 因 而 我 们 只 需 验 证 U(R) 对 于 乘法 封闭 ， 即 从 (10) 中 任 取 两 个 元 素 a 
和 ὑ, 乘积 αὐ 也 在 U(R) ΠΠ. 但 这 是 显然 的 ， 因 为 


(ab} i=b la!: (ab.b la 一 al 的 -ar 一 aa 一 aa = 1). 


表明 αὐ 是 可 逆 的 . Π 

不 难看 到 ， 5(Z) = {11} 是 一 个 2 阶 循环 群 

如 果 将 环 的 定义 中 的 公理 R2) 换 成 更 强 的 条 件 ， 我 们 可 以 得 到 一 类 非常 有 趣 的 
环 称 为 除 环 或 余 域 

R2)R* = R\{0} 关于 乘法 运算 构成 一 个 群 

除 环 永远 没有 零 因 子 ， 其 中 的 每 一 个 非 零 元 素 都 可 道 ， 在 交换 除 环 中 ， 加 法 和 
乘法 运算 几乎 是 完全 对 称 的 ， 这 种 环 叫 作 域 

我 们 再 次 强调 

定义 设 书 是 一 个 有 单位 元 工头 0 的 交换 环 ， 如 栗 Ρ 的 每 一 个 非 索 元 京都 可 
逆 ， 则 称 尸 为 一 个 域 . 群 P* = U(P) 叫 作 域 的 乘法 群 

域 是 自身 的 两 个 阿 贝尔 群 ， 加 法 群 和 乘法 群 的 混合 物 ， 它 们 用 分 配 律 联系 在 一 
起 (现在 由 于 交换 性 ， 只 用 一 个 分 配 律 就 够 了 ) 

ἜΤΗ αὐ-! 一 般 写成 分 式 的 形式 = (或 比例 式 ， 商 ), 为 了 节省 篇 幅 ， 有 时 借助 癸 
线 写成 a/b. 分 式 a/b 仅 当 5b 10 时 有 意义 ， 它 是 方程 bx = α 的 唯一 解 

分 式 的 运算 遵循 下 述 法 则 : 


Ω 
一 一 二 二 一 一 一 δν 
b —b ᾽ ὂ 天 0, ( ) 


这 是 在 中 学 就 已 经 知道 的 通常 的 法 则 ， 但 我 们 不 仅 需要 记 住 它 ， 也 要 从 域 的 公 
理 出 发 推导 它 ， 这 样 做 并 不 困难 . 我 们 来 看 一 下 法 则 (8) 中 第 二 个 式 子 的 推导 就 足 
4 Γ. 设 z=a/b, 且 y==c/d 分 别 是 方程 bz = a 和 和 dy =c 的 解 . 从 这 两 个 方程 得 到 
da 十 ὃς 


θα = da,bdy = bc SS bd(z +y) - da+bc=St=r+i+y= η 


是 方程 bdt = da 十 bc 的 唯一 解 . 
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如 果 域 P 中 的 子 环 Ε 自身 也 是 一 个 域 ， 则 称 FF 为 PP 的 子 域 . 例如 有 理 数 域 Q 
是 实数 域 κ 的 子 域 : 

当 域 让 CP 时 ， 我们 也 称 P 是 下 的 一 个 扩 域 . 由 子 域 的 定义 易 见 ， 域 Ρ {55 
元 和 单位 元 属于 Ε, 并 且 也 是 ΓΕ 的 零 元 和 单位 元 若 某 元 素 a € P, Ώασ Ε, 取 域 
Ρ 中 包含 有 互 和 元 素 a 的 所 有 子 域 的 交 Εἰ, 则 Ει 是 包含 有 集合 {Ε, αὶ 最 小 的 子 域 
(论证 与 群 的 情况 类 似 ， 见 82 习题 1). 

我 们 称 Ει 是 由 域 添加 元 素 a 得 到 的 扩 域 ， 记 作 Ει = F(a). 类 似 地 , 域 Ρ 
的 子 域 ΕΙ = Ρίαι,:-: ,an) 是 由 下 添加 个 元 素 a1,… ,an 得 到 的 . 

易 见 Q(V2) 由 形 如 a 十 bvV2 2 的 数组 成 此 处 wb ΕΩ, 这 是 因为 (V2)? = 2, 34 
a + γᾶ #0 时 ， 一 人 a - ο μεν 对 于 域 Q(V3),Q(V5) 等 等 有 
类 似 的 结果 . 

域 P 与 己 称 为 同 构 的 , 若 它 们 作为 环 是 同 构 的 . 根据 定义 ， 对 于 任意 同 构 映 
射 ,了 (0) = ο’, f(1) = τν. 谈 域 的 同 态 意义 不 大 ， 因 为 


kerf £0 f(0) --0,α-40-» [(1) = /oo-0 = Γ(α)](α-1) =0. (a!) -- 0 
—> vb, f(0) - {ία -ϐ)- f(1)f(6)=0.f(0)=0= kerf=P. 


但 是 ， 域 的 自 同 构 , 即 域 P 到 自身 的 同 构 映 射 与 域 的 最 本 质 的 性 质 紧密 相 联 ， 也 大 
在 向 罗 瓦 理论 中 研究 这 些 本 质 性 质 的 强 有 力 的 工具 . 

域 扩 张 的 概念 源 自 人 类 扩大 数 的 范围 的 愿望 . 这 一 漫长 的 历史 过 程 可 以 粗略 地 
体现 在 下 图 中 : 


{l} ~ {lt+1=2} ~ Ne~ {N,0} ~ 


这 个 过 程 延续 至 今 , 形成 了 分 支 众多 的 域 系 , 已 经 远离 了 人 们 所 熟悉 的 通常 的 数 系 . 

在 这 一 过 程 中 ， 并 非 每 个 阶段 都 是 纯 代 数 的 . 例如 从 有 理 数 过 渡 到 实数 时 ， 使 用 了 

连续 性 和 完备 性 的 概念 ( 柯 西 序列 极限 的 存在 性 ), 这 件 事 已 在 数学 分 析 课 程 中 讲 过 

了 .用 完全 类 似 的 方法 可 以 构造 p-adic 数 域 ， 我 们 在 这 里 不 对 它 展开 讨论 ， 在 此 基 

础 上 引出 的 现代 p-adic 分 析 是 数学 的 三 个 分 支 : 数论 、 代 数 和 分 析 的 杰出 产物 . 
5. 域 的 特征 ”我 们 在 第 2 段 中 构造 了 有 限 剩 余 类 环 Ζει, 其 元 素 为 


加 法 运算 是 大 + -- κ ἠ-ἰ, 乘法 运算 是 Κ-ἱ-- kL( 我 们 不 再 使 用 符号 @ 和 @). 如 果 
πι.--6ἱ. 6»1}1»1, Π} δ.ἐ-- πι-- 0. ΒΗ 5 Τί τὰ Ζ 中 的 霉 因 子 . 
现在 设 m = p 是 一 个 素数 ， 我们 断言 ， Zp 是 一 个 域 ( 它 包含 p 个 元 素 ). 当 
p 二 2,3 时 ， 从 第 2 段 中 的 乘法 表 可 直接 看 出 这 一 点 ， 在 一 般 情 况 下 ， 只 要 对 任意 
5 € Z*, 指出 逆 元 5 的 存在 性 就 可 以 了 (整数 s 和 s' 显然 不 能 被 p 整除 ) 


«198. ας ΠΜ 域 
考察 元 素 


8,28,:.. , (Pp — 15. (9) 
sO0(modp)=S ks A0 (modp), 


这 里 用 到 了 p 是 素数 . 同 理 可 证 ， (9) 式 中 的 元 素 两 两 不 等 : 1 κ τὶ, ΠΠ ks = ls， 
则 (1 一 k)s = 0, 这 是 不 可 能 的 ， 于 是 除了 排列 的 顺序 ， (9) 式 中 元 素 的 序列 与 序列 


1,2, ΠΝ 2-1 
重合 ， 特 别 地 ， 可 以 找到 整数 s',1 < s' < p 一 1, 918 s's = 1. 这 就 表明 s%5= 1, Βῇ 
5! 是 5 的 递 元 . 这样 我 们 就 证 明了 下 述 的 
定理 3 剩余 类 环 Zn 是 一 个 域 ， 当 且 仅 当 m = p 是 一 个 素数 ， 
推论 ( 费 马 小 定理 ) 设 p 是 素数 ，m 是 一 个 不 能 被 p 整除 的 整数 ， 则 有 同 余 式 


πι }Ξ 1(modp). 
证 明 我 们 已 经 看 到 ， 两 个 集合 
πι, 210, ΤΟ} (p — 1)m} -一 {1. 2, .. ο -- 1]. 


(在 (9) 式 中 将 ο 换 成 τι, 并 注意 到 等 式 km = ἔπι, = 1 ρ-- 1). 将 左右 两 个 集 
合 的 全 体 元 素 分 别 连 乘 ， 我 们 得 到 


Ῥ-] ρ--ἶ 
Επι Γκ. 
k=1 ----1 


ρ-] 
因为 Zo 是 无 零 因子 环 ， 根 据 定理 1, 乘积 []κκο, 故 可 约 去 ， 得 到 πώ] Ξ Ἱ. 8 
ᾱ---1 


成 同 余 的 语言 ， 即 得 到 所 需 的 式 子 . ΠΠ 
比 费 蕊 小 定理 更 一 般 的 欧 拉 定理 成 立 , 但 该 定理 的 必要 性 只 有 在 [ΒΑπί] 中 
给 出 . | 
尽管 域 Z2,Z3,Zs,… 与 我 们 已 知 的 域 QQ,Q(V2),R 如 此 不 同 , 但 它们 在 域 论 
中 占据 的 地 位 与 我 们 熟知 的 Ο 的 相应 地 位 是 一 致 的 . 这 件 事 可 作 如 下 说 明 . 
χα Ρ ΚΕΝ. 


我 们 已 经 知道 任 取 子 域 族 {Pli e η, 其 交集 门 已 仍 是 三 的 子 域 
定义 一 个 域 如 果 不 包含 任意 真子 域 ， 则 称 之 为 寨 域 


定理 4 ΕΝ ΑΡ 包含 且 仅 包含 一 个 素 域 Εο.Ρο ΒΑΤΟ 或 ὄρ, 其 中 了 
下 一 个 素数 . 
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证 明 假设 存在 两 个 不 同 的 素 域 Ρ’, Ρ΄ ΣΡ, 则 它们 的 交 Ρ’ ΓΡ 是 不 同 于 Ρ' 
和 Ρ' 的 一 个 域 ( 交 是 非 至 的 ， 因 为 0 和 1 ΕΒΕ Ρ’ 中， 也 包含 在 Ρ' η). 根据 
Ρ’ 和 P” 的 素性 ， 这 是 不 可 能 的 .因而 素 域 Ρος 已 如 果 存 在 ， 必 须 是 唯一 的 . 

域 P 中 包含 有 元 素 1 以 及 1 的 任意 倍数 nm:1=1+1+… 二 1. 根据 在 一 个 环 
中 元 素 的 加 法 与 乘法 的 运算 性 质 ( 见 第 1 段 最 后 )， 


Ss:1++t:1=(s+t) :1,(s:.1)(t.1)= (οἱ) -1:5.ἑς Ζ. 


我 们 来 定义 一 个 映射 f:Z 一 P, 由 f(n) -π.1 给 出 ， 易 见 f 是 一 个 同 态 ， 其 核 为 
ker f -- πιζ, 如 果 m=0, 则 f 是 单 同 态 ， 分 式 (s :1)/(t .1),s,te€Z,t 关 0, 在 P 中 有 
意义 (因为 已 是 域 ), 它们 组 成 与 Q 同 构 的 域 Ρο. 即 为 的 素 子 域 . 

如 果 πι > 0, 那么 显然 如 下 定义 的 映射 


ΠΟΙ; 


是 一 个 嵌入 Zm 一 卫 根据 定理 δ, ΠΗ ἥπι--ρ 为 素数 时 才 有 可 能 . 这 时 Γρ) 
是 PP ΗΠ ἘΚ ΤΝ. Γ 
定义 称 域 PP ΤΆΣ, ΑΡΑ Τ Ρο ΤΩ; 称 域 ΡΞ (或 有 限 ) 特 
{ΕΡ, 3 Ρο Ζῃ. 分 别 记 作 οπατΡ -- 0 Ἡὰ char 已 =D 0. 
通常 用 Εν 或 GF(p)( 伽 罗 瓦 域 ) 作为 τὸ ἩΗΣ” ΑΚΗΣ σρ. 9 p 是 素 
数 ，n 是 任意 正 整 数 ， σ-γ', 存在 9 元 有 限 域 GF(q). 我 们 将 在 [BAT] 中 回 到 这 
个 有 趣 的 问题 上 来 ， 现 在 仅 给 出 一 个 例子 ， 描 述 融 有 4 个 元 素 .{t0,1,a,0} 的 域 : 


(Ε(4]: 


a 和 β 是 什么 并 不 重要 . 读者 不 妨 上 自行 验证 加 法 和 乘法 满足 分 配 律 . 
特征 等 表明 在 域 P 的 加 法 群 中 ， 元素 1 的 阶 是 无 限 的 . 类 似 地 ， 有 限 特 征 p 表 
明 ， 在 域 P 的 加 法 群 中 ， 任 意 非 零 元 素 的 阶 是 p: 


6. 关于 线性 方程 组 的 注 记 “现在 将 目光 转 阿 前 几 章 的 线性 方程 组 和 行列 式 理 
论 ， 我们 讨论 过 的 线性 方程 组 的 系数 和 和 窍 阵 中 的 元 素 是 数 (有 理 数 或 实数 ), 但 并 未 
用 到 这 些 数 的 特性 . 因而 用 指定 域 P 中 的 元 素 代 蔡 数 不 会 有 任何 障碍 .这 时 结果 应 
当 用 域 Ρ 的 术语 来 曾 述 ， 线 性 方程 组 解 的 分 量 和 池 数 det 的 值 均 在 已 中 . 解 线性 
方程 组 的 高 斯 算法 ,行列 式 理论 ， 克 拉 默 法 则 对 任意 域 Ρ 仍然 有 效 ( 即 没有 变化 ). 
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例 7 设 给 定 一 个 齐 次 线性 方程 组 4X = 0, 系数 矩阵 为 


未 知 数 所 成 的 列 向 量 为 X = [zi, x2, 7a, 7X4], 直接 计算 可 得 det Α -- 25.119. 从 而 令 Ρ 
是 任意 特征 零 或 特征 ρ- 2,11 的 域 (这 时 整数 1,2,3,4, 一 10,… ,15 可 由 相应 的 剩余 
类 代替 ), αμ, ακ E Ρ, 则 方程 组 是 确定 的 ， 仅 有 唯一 的 平凡 解 X = 0. 

如 果 char Ρ = 2( 例 如 已 = 72), 那么 根据 同 余 式 


1 2 3 4 1 0 1 0 

-10 13 14 15 ο 1 0 1 
= (mod 2) 

1» -θ 14 15 0 1 0 1 

12 13 -ᾱ 15 0 1 0 1 


我 们 得 知 系 数 矩 阵 的 秩 为 2, 方程 组 有 两 个 线性 无 关 的 解 Χι = [1,0,1,0],X。 = 
[0, 1,0, 1]， 为 避免 混淆 ， 本 应 写成 Χι = [1,0, 1,0], Χο = [0,1,0, 1], 但 是 我 们 已 经 
有 充分 的 准备 去 领会 简化 的 记 法 . 

如 果 char P= 11, 则 由 同 余 式 


1 2 3 4 1! 2 3 4 

--10 13 14 15 ] 2 3 4 
三 (mod 11) 

12 —9 14 15 1 2 3 4 

12 10 -δ 15 1. 2 9 4 


得 到 ， 方 程 组 有 3 个 线性 无 关 的 解 
XI --[9.1:0,0], Χ;--[8.0,1,0], Xa = [7,0,0,1. 


正如 我 们 已 经 看 到 的 那样 ， 方 程 组 解 的 个 数 依赖 于 域 已 , 但 解 方程 组 的 过 程 与 
平常 没有 任何 不 同 . 从 Ὁ 和 及 过 渡 到 一 般 域 的 好 处 之 一 是 避免 了 论述 中 的 重复 . 
但 还 有 更 重要 的 原因 . Η 

直到 现在 当 我 们 谈 到 一 般 线性 群 时 ， 总 是 指 系数 取 自 Q 或 R 的 全 体 非 退化 甜 
阵 组 成 的 群 ， 系 数 取 自 域 PP 的 τι 阶 方 阵 的 全 体 构 成 矩阵 环 Mn(P), ΤΠ ΒΒ ἹΕ1Β ΟΕ 
阵 Αε M(P)(deth 5 ο 的 矩阵 ) 构成 域 P 上 的 一 般 线性 群 GLn(P). 改变 域 P, 例 
如 取 已 = Ε,, 就 可 以 自然 地 得 到 一 系列 重要 的 群 ( 见 [ΒΑΠΙ]). 

形 如 及 ,Q,Q(V5) 的 域 通常 称 为 数 域 . 域 F。 是 一 个 非 数 域 的 例子 ， 不 正规 地 称 
其 元 素 为 数 ， 仅 仅 基于 这 些 元 素 可 与 整数 集 {0, 1,… ,p - 1} 等 同 看 待 . 
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在 第 1 ΞΕ 82 中 我 们 提 到 过 有 限 域 在 编码 理论 中 的 应 用 (问题 9). 现在 给 出 这 个 
诛 题 的 一 个 小 例子 . 


例 8 为 了 传送 PE4C 一 词 ， 原 则 上 利用 四 个 基本 信息 单元 
P=(0,0), E=(1,0) Α-- (0,1), 6-1, 1) 


就 够 了 ， 我 们 的 译 码 可 看 作 二 元 域 Fa 95 Za = {0,1} 上 的 二 维 癌 量 空间 Ε2 的 行 辣 
Β. 但 是 在 传送 过 程 中 ， 可 能 发 生 干 扰 (将 0 变 为 1 或 1 变 为 0), 结 采 终端 得 到 的 
可 能 是 ， 例 如 APACE, 根据 香农 (Shannon) 的 基本 定理 , 增加 基本 信息 单元 的 长 度 
( 即 增 加 传送 的 行 向 量 的 长 度 ) 可 以 清除 干扰 .假设 根据 传送 条 件 知道 ， 在 每 个 长 为 
5 的 基本 信息 单元 中 最 多 出 现 一 个 失真 .那么 在 向 量 空间 S = Ε7 中 取 子 集 


So 一 {Ρ 一 (0,0, 1,10). b= (1, 0,0, 1. 1), 
C --(1,1,0,0, 0)}, 


称 之 为 编码 向 量 . 


A = (0,1,1,0,1), 


”编码 向 量 | 


编码 阿 量 失 真 后 
得 到 的 阿 量 


00110 


Q0010 
00100 
00111 


01110 - 


10110 


10011 


00011 
10001 
10010 
10111 
11011 


01101 


00101 
Ο1001 
01100 
οι 111 


11101 - 


11000 


01000 
10000 
11100 
11001 
11010 


we 


从 表 中 可 以 看 到 ， 不 同 列 中 的 失真 向 喇 的 集合 交 为 空 ， 因 此 正确 的 结果 是 可 能 得 到 
的 ， 也 就 是 说 ， 可 以 恢复 真实 的 信息 . 

我 们 得 到 了 可 以 纠正 一 个 错误 的 编码 So， 对 于 充分 大 的 维 数 τι, 利用 向 量 空间 
F3, 可 以 构造 类 似 的 编码 , 没有 错误 地 传送 所 有 的 字母 , 从 而 准确 地 传送 任何 文章 ， 
为 了 避免 过 长 和 过 于 绥 慢 的 译 码 ， So 要 经 过 专门 的 选择 . 有 许多 办 法 可 以 做 到 这 
一 点 ， 其 中 包括 利用 有 限 域 Fe 的 纯 代 数 方法 . 


习 题 
1. 拓展 81 例 2 的 想法 ， 证 明 集 合 Ῥ(Ω) 在 运算 
A+B-(AUB)\(A4NB),AB= ANB,A,BEeQN 


之 下 是 一 个 有 单位 元 的 环 ， 其 加 法 群 的 元 素 阶 为 2. 

2. 如 果 环 中 的 任意 元 素 α 满足 方程 T” 二 ZX, 证 明 该 环 是 交换 环 . ντο αὐ --α, 结论 还 

成 立 吗 ? | 
3. 域 Q(V2) 和 Ώ(ν5) 同 构 吗 ? 
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4. 证 明 交 换 环 的 满 同 态 像 仍 是 交 撞 环 . 
5. 证 明 任 意 有 限 整 环 Π 是 一 个 域 . 
6. «ρε δᾶ, 昼 是 有 单位 元 的 交换 环 ， 使 得 任 取 ως Ε,ρα-ξ 0. 证 明 


(z+ -α” + , m = 1,2,.…: 


提示 ; 对 πι 作 归 纳 ， 注 意 到 二 项 系数 ( | Ἡθςά «2 时 被 p 整除 . 


7, 证 明 含 有 5 个 元 素 的 环 或 同 构 于 Zs, 或 是 带 有 替 乘 法 的 环 . 

8.35: Β 的 非 零 元 素 2 称 为 夫 堆 的 , 若 存 在 EN, 使 得 ”= 0. 证 明 : 

1) 著 民 是 任意 有 单位 元 的 环 ， 工 是 畦 堆 元 ， 则 1 一 Z 是 可 逆 元 ; 

ϱ) 环 Ζει -- Ζ/πιζ 包含 有 窜 震 元 ， 当 且 仅 当 πι 可 以 被 一 个 大 于 工 的 整数 的 平方 整除 ， 

9. 著 环 及 有 单位 元 ， 且 基数 |R| 是 无 限 移 ， 则 非 替 不 可 送 元 素 的 个 数 不 可 能 是 一 个 有 
限 整 数 . 

提示 ; 用 反 证 法 , 设 入 二 {ql,:… ,an} 是 环 民 中 所 有 的 非 0 不可逆 元 素 的 集合 . 对 任 
意 TERVNNU {0 映射 pz :imZzai 是 入 一 NN 的 一 个 双 射 映射 p: 工 pz 的 核 kerp 大 
无 限 的 . 

10. 设 及 是 任意 有 单位 元 1 的 结合 环 ， a,b 是 民 的 元 素 . 证 明 


(1 --αὐ)οξξ 1 Ξ ο(1 -- αὖ) -» (1 -- δα)ά -- 1 -- ά(1 -- ba), 


ἩφῬά-1-!οα, Ἡρ 1 -- αὐ 在 民 中 可 六 意味 着 1 一 ba 也 可 着 元素 1 十 adb 等 于 什么 ? 
, 
11. τε 8Η 4Ε ΗΕ ᾿ } 其 中 a,b E Zi3, 构成 一 个 9 αλ, σοι. λᾺ ἡ κ. δ ΡΤ 
一 Ω͂ 
环 群 . 


12. 在 本 节 最 后 的 例 2 中 构造 的 编码 So 能 否 纠 正 两 个 错误 ? 


在 本 章 中 将 考察 一 些 非常 具体 的 代数 系统 ， 虽 然 我 们 在 初等 数学 中 已 对 它们 有 
所 了 解 ， 但 仍然 值得 在 这 里 作 进 一 步 的 研究 ， 上 一 章 的 观点 使 我 们 对 早期 传统 的 代 
数 领 域 产生 了 新 的 看 法 . 与 此 同时 ， 多 项 式 的 例子 使 环 的 扩张 以 及 在 整 环 ( 整 区 ) 中 
因子 分 解 的 唯一 性 更 好 理解 且 更 易于 把 握 . 
81 复数 域 


数学 史 表 明 ，“ 虚 ” 数 的 拥护 者 和 有 反对 着 之 间 曾 进行 过 长 期 的 争论 ， 该 数 来 日 代 
数 方 程 


r+1=0. (1) 


可 以 简单 地 约定 将 方程 (1) 的 解 形式 地 记 作 土 v 一 1, 但 更 深远 的 问题 是 ， 赋 对 这 一 
记 法 以 某 种 意义 ， 我们 将 在 不 同 的 层次 上 解决 这 一 问题 ， 先 提出 几 个 定 有 启发 性 的 


1 . 辅助 结构 ”我 们 希望 将 实数 域 κ 进行 扩张 ， 使 得 方程 (1) 在 新 的 域 中 有 


解 ， 形 如 
(2 sa (2) 


的 全 体 二 阶 方 阵 的 集合 Ρ 可 作为 这 种 扩张 的 一 个 模型 我们 断言 ，P 是 一 个 域 ( 比 
较 第 4 章 83 习题 11). | | 
事实 上 ， 书包 含有 环 M2(R) 的 零 元 ( 零 矩阵 ) 和 单位 元 (单位 矩阵 Ε). 其 次 ， 
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从 关系 式 
a ὃ Ν ο ἆ ὶ α-ο b+d 
-ὂ a -ἆ ε] ΝΜ-Φ!-α a+ec )᾽ 
a ὃ —a —b 
Η . 类 -( . | 9 
a ὃ ο ἀλ. ας 一 δά αἆ -- ὃς 
-ὸ a -ἆ ο) AN-ad+bc ας--ῥὰ 
得 到 ， P 关于 加 法 和 乘法 运算 封闭 . 这 两 种 运算 的 结合 性 是 它们 在 Μο(Β) 中 结合 
性 的 推论 ， 分 配 律 和 加 法 的 交换 性 可 同样 得 到 ， 这 样 P 是 Μο(Ε) 的 一 个 子 环 .，P 
中 乘法 的 交换 性 由 公式 (3) 的 3 式 保证 ， 最 后 只 需 证 明 符 Ρ 中 任意 形 如 (2) 的 短 阵 


融 有 非 零 行 列 式 o -- ὑ7 0, 则 在 Ρ 中 有 逆 定 阵 . 
可 以 利用 求 逆 抵 阵 的 公式 ( 见 第 3 ΞΕ 83 定理 1) 直接 计算 ， 也 可 以 根据 条 件 


(= 


列 出 线性 方程 组 

αγ 一 by 一] 

bri+ay=0 
求解 后 得 到 . 

a b ο d 
(2 -( η) (4) 
一 已 

其 中 “一 ρα γρ 


运用 第 2 章 83 数 与 官 阵 相 乘 的 公式 (5), 我 们 将 域 PP 的 任意 元 紊 写成 如 下 


形式 : 
0 1 
| ὄ γ--ε-ω qa,be RR, .-{ ) (5) 
--ὂ α --ι 0 


πὲ ΡαιςΗ Γβ{αξιαεΕ}95Κ, 而 关系 式 
ΕΕ --θ 


指出 , 元 素 Je P'“ 精 确 到 同 构 ” 是 方程 (1) 的 解 ， 因 而 此 处 无 需 神秘 地 将 ΟΕ “ΒΕ 
构 的 量 ”. 
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但 称 为 复数 域 的 并 不 是 域 P, 而 是 一 个 同 构 于 已 , 其 元 素 等 同 于 平面 上 的 点 的 
域 . 希望 域 Ρ 有 几何 实现 不 是 偶然 的 ， 在 我 们 的 心目 中 实数 域 及 与 “ 实 直 线 ” 密 不 
可 分 ， 实 直线 上 有 一 个 定点 表示 0, 并 有 一 个 单位 长 度 用 于 确定 1 的 位 置 . 
2 ， 复 平面 ”于 是 ,我 们 希望 构造 一 个 域 C, 其 元 素 是 实 平面 R* 上 的 点 ， 点 的 
加 法 和 乘法 满足 域 的 运算 律 ， 并 使 方程 (1) 在 其 中 可 解 . 取 第 卡 儿 平 面 上 的 直角 华 
标 系 ， α ΠΕΙ, υ 轴 是 纵 轴 ， 记 (α, ϐ) 为 横 坐 标 为 a, 纵 坐 标 为 疙 的 点 ， ΠΕΙ κ 
(α, ὃ), (ο, ἆ) 如 下 定义 它们 的 和 与 积 
(a,b) + (ο, ἆ) Ξ- (a++c,b+d), (6) 
ία, δ){ο, ἆ) = (ας ~ δά, αἆ + be) 


(仍然 用 实数 域 及 中 的 记号 + 应 该 不 至 引起 混 清 )， 直接 但 乏味 的 验证 使 我 们 确 
信 ， 给 定 的 运算 使 有 序数 对 (平面 上 的 点 ) 的 集合 构成 了 一 个 域 . 广 运 的 是 ， 我 们 无 
需 做 这 样 的 验证 ， 将 平面 C 上 的 点 对 应 到 六 面 构 和 运 的 域 P 的 元 系 


a b 
oo 


公式 (3) 和 (6) 确保 我 们 得 到 了 一 个 同 构 ， 从 而 集合 ο 是 一 个 域 , 通常 称 之 为 复数 
域 . 由 于 该 域 的 几何 实现 ，C 也 叫 作 复数 平面 (更 经 滑 地 叫 作 复 平面 ). 

模 轴 , 即 点 (a,0) 的 集合 与 实 直 线 有 相同 的 性 质 , 可 设 (α,0) = a. 域 的 零 元 (0,0) 
和 单位 元 (1,0) 与 通常 实数 的 零 元 和 单位 元 一 致 . 纵 轴 上 的 点 (0,1) 自 欧 拉 和 高 斯 的 
时 代 起 便 记 作 i, 称 之 为 “虚数 单位 ", 它 是 方程 (1) ΝΔ. ἃ -- (0,1)(0,1) = (-1,0) = 
-1. 任意 复数 z = (ιν) = (z,0) + (0, 1)(υ, 0) 现在 可 以 用 通常 的 方式 写成 

2--ἠ-ῳψ, ZX,y ER (了 ) 

这 个 写法 十 分 接近 域 Ρ 元 素 的 表达 式 (5). 注意 到 Q c Rc C. 所 以 C 是 一 个 特征 
为 零 的 域 ( 见 第 4 章 83 第 5 ΒΕ). 

3. 复数 运算 的 几何 解释 复 平 面 ο 的 横 轴 通常 叫 作 实 轴 , 纵 辅 叫 作 虚 轴 , 虚 
轴 上 的 数 iy 叫 作 ΕΜΜ, 尽管 “ 虚 ” 这 个 词 已 经 失去 了 它 原 有 的 含义 ， 在 写法 (τ) 
η, α 叫 作 复数 z 的 实 部 , 记 作 Rez, 而 y 叫 作 z 的 虚 部 , 记 作 Imz. 将 任意 复数 
ζτα εαν Σ-- ο 一 iy 的 上 映射 叫 作 1899. ΤΕΕ, Έα 
于 复 平 面 沿 实 轴 的 反射 (图 18). 
一 个 值得 注意 的 重要 事实 是 

定理 1 映射 z 咏 了 是 域 @ 的 2 阶 自 同 构 ,使 得 所 有 的 实数 保持 不 变 ， 任 意 复 
数 与 它 的 共 轿 复数 的 和 与 积 是 实数 . | 

证 明 Ἠ μμ υΕνχ, σελ, Πα--α. ἨΡΙΗ, 0-ο, -- 1. 48 
映射 以 2 为 阶 的 结论 也 是 显然 的 。 (z) = 2. 我 们 还 需要 验证 关系 式 


21 十 2ο 二 Z1 十 29, 2129 一 21 29. (8) 
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它们 可 直接 从 公式 (6) 得 到 ， 只 要 把 (6) 式 改写 成 下 述 形 式 即 可 : 


(αι -- {ψι) 1- (91 + ὑψα) = (71 十 Z2) 十 2 十 22)， 


| (9) 
(σι -- νι) (πο + 9) = (σι29 一 全 如) + (πιο 十 Φούι). 


数 z = ο Ἡ ΕΦ z = zx 一 iy 的 和 与 积 是 公式 (9) 的 特殊 情况 : 
Z 十 二 27, ZZ 一 2 十 1 Γι 

注 记 在 复数 域 C {ΠΗ ΙΕΗΗΗ, 8 1 ΛΕΠΗΕ---Η ΕΡΕ Η [74 (即将 复 平 面 
C 上 点 的 邻 域 仍 变 为 邻 域 ). 我 们 不 给 出 这 一 论断 的 精确 表述 和 证 明 . 

复数 z = zx 十 iy 的 模 是 非 负 实数 |z| = Vzz = Vz2 十. 如 所 周知 ， 点 z 在 平面 
上 的 位 置 由 它 的 极 坐 标 完 全 确定 ， 即 从 坐标 原点 到 z 点 的 距离 + = |z|, 以 及 横 轴 的 
正方 回 与 坐标 原点 到 z 的 正方 回 之 间 的 夹 角 yp( 见 图 18). 角 φ ΡΗΤΕ z 的 ἩΒΆΗ, 记 作 
argz = yp. 根据 定义 ， argz 可 以 取 任 意 的 正 值 和 人 负 值 ， 但 对 于 给 定 的 7, 相差 2π 的 
整 倍 数 的 辐 角 都 对 应 于 同一 个 数 , 数 0 的 模 是 0| = 0, 但 0 的 辐 角 没有 定义 . 

对 于 复数 而 言 ，“ 大 于 ”和 “小 于 ”关系 没有 意义 ， 即 它们 之 间 不 能 用 不 等 导 连 
接 : 与 实数 不 同 ， 实 数 的 辐 角 仅 有 两 个 主 值 ， 即 0( 正 实数 ) 和 r( 负 实数 ), 而 复数 不 是 
有 序 的. 

准确 地 说 ， 在 C 中 不 存在 满足 如 下 性 质 的 > 关系 : 

i) 如 果 zecC, 则 z>0z=0 或 ->z>0; 

让 从 4 >0v>0 可 得 w+v>0 和 4.v>0. 

事实 上 ,假设 由 270 可 得 2” > 0( 如 同 在 实数 域 及 η). 则 有 1” 0,1” 5 0, 31 
ΜΕ πι), 0 --12 51» 0, 得 到 了 矛盾. 

极 坐 标 7 和 φ 可 以 通过 下 述 著 名 的 公式 确定 和 9 


T=rcosp, Y=rsinp, 2--τ(οο8φ- 1βίπιρ). (10) 


它 叫 作 复数 z 的 三 角形 式 
复数 z 与 z 的 和 可 以 在 往 卡 儿 坐 标 系 中 利用 平行 四 边 形 法 则 简单 地 得 到 ， 或 
等 价 地 说 成 ， 从 坐标 原点 出 发 分 别 对 应 于 数 z,z 的 有 向 线段 (向 量 ) 相 加 的 法 则 ( 见 
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图 19). 在 图 19 中 比较 以 点 0,z 和 z 十 z 为 顶点 的 三 角形 的 三 条 边 (它们 等 同 于 对 应 
的 复数 的 模 ), 我 们 得 到 了 重要 的 不 等 式 . 
D 


图 19 


Iz 二 Z| 二 |z| 十 |z|. (11) 
我 们 指出 ， 不 等 式 (11) 可 以 写成 更 一 般 的 形式 
Ἡ αλα. 1-12], 
与 实数 域 中 相应 的 不 等 式 完 全 类 侯 ， 
复数 的 乘法 可 由 极 坐 标 方便 地 表示 出 来 . 
定理 2 复数 z,z' 的 乘积 的 模 等 于 因子 模 的 乘积 ， 而 辐 角 等 于 因子 的 辐 
前 之 和: 


|z2 --!|α]-|α8]], arg 22 = arg z+arg 2. (12) 
类 似 地 ， 
| 一 μι arg 二 一 arg 2 一 arg 2'. 
2’ |2’] 27 
证 明 事实 上 ， 设 >z 和 >z 的 三 角形 式 为 
2 -- τίοοβφ-Γ ἱοίπφ), 2 =r (cosy ἠ- ἱβῖη φ'). 
直接 相 乘 或 利用 (9) 式 得 到 
22 -- ΤΥ' [(coswcosw — sinpsing’)+i(cospsing 十 sinwpcosw )]， 
根据 众所周知 的 三 角 公 式 ， 这 就 是 复数 zz 的 三 角形 式 ; 
22' -- |2]-|5] [οοβ(φ + φ’) +isin(y ἠ- φ')]. 


其 次 , 车 2 = 2/2, 则 z= 2/1". 因而 对 乘积 zx 应 用 已 证 明 的 公式 (19), 我 们 
就 得 到 了 关于 分 式 z/x 的 公式 ， : 


«148. 第 5 章 复数 和 多 项 式 


特别 地 ， 
z 1!=|z| [οοβί--ϕ) +isin(—w)]. 
为 了 在 复 平面 上 得 到 z” (图 20), 需要 对 z 做 关于 单位 圆 的 有 反 演 ， 得 到 点 z(“ 肥 演 ” 
指 z 到 点 O 的 距离 是 z 到 点 ο 距离 的 倒数 ), 然后 做 关于 实 轴 的 反射 (或 由 2 -» 2! 
给 出 的 自 同 构 ), 则 > 的 像 即 为 z-. 


图 20 


事实 上 ， 关 于 积 与 和 模 的 结论 容易 直接 从 定理 1 而 不 必 通 过 几何 直观 推导 出 

Σε. 28 

zz 人 二 φ2΄22 = χα 2 = 2112 = [2] |”. 
故 lzzj| = ||]. 其 次 ， 注 意 到 |z| = Vz2 十 只 > Vz2 = Ισ], 我 们 有 

1-2] -- (1 -- α)(1 -ε 2) -- 1 -ε (1 -ε 2) -ε 2 
=1 上 +2zr 十 lz 过 1 二 22 十 |z = (1 ++ |α|}2, 
从 而 1L+z 直 乏 1+iz .现在 在 270 ΕΣ’ 0, ΝΙ 
ΕΕ Γ.Γ... 
ς |] (1 4-|α-}2}) -- 15] (1 -Ε|α|"} 121} = 全 十 lz 


从 所 得 结果 可 以 了 解 到 一 个 一 般 的 规律 ， 表示 复数 的 公式 (τ) 用 于 加 法 的 性 质 
比较 方便 ， 而 三 角形 式 (10) 便于 得 到 乘法 的 性 质 . 违 月 了 这 一 规律 就 会 导致 特别 复 
杂 的 计算 ， 使 事情 变 得 模糊 起 来 . 

4. ΕΡΕ ΒΕΔ (12) 写成 三 角形 式 可 推出 棣 莫 弗 公式 


[γ(οοφ φ +isinp)] -- τ" (οοβτιφ 十 isinmp) (13) 


对 任意 meEezZ 成立 ( 另 一 种 写法 是 |z"| -- |z| ,arg 2z" 二 n:arg 2). 运用 公式 (13) 当 
r 二 1 时 的 特殊 情况 ， 第 1 章 87 的 二 项 式 (1) 以 及 关系 式 


这 一 一 1 τἳ -- --ἷ, τἱ -- 1, 加 和 一 这 
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可 以 得 到 倍 角 的 正弦 和 余弦 


COSNY = >》 (一 (2 COS™ δρ. οἰη2 op, 


“220 


n—1—2k .2k 十 1 
sin ny 一 »{- Ὧν | σος .SIn ο. 
ko 2k+l1 


公式 (14) 当 n = 2 时 的 特殊 情况 我 们 早已 在 证 明定 理 2 的 过 程 中 使 用 过 了 . 
注 记 Ίβο’ = lim (1+a/n)”. 在 数学 分 析 中 用 复 函 数 的 短 级 数 展 开 证 明 过 欧 
拉 公 式 


(14) 


εὖ 一 cos op + isinwy, (15) 
注意 到 
οἱφρίφ' — ορ ) exe) = -- einp 


利用 欧 拉 公式 可 以 得 到 上 述 所 有 的 结果 . 复数 > 的 三 角形 式 也 可 以 写成 
2 |] οὖ”. 


下 面 我 们 来 讨论 怎样 求 一 个 复数 的 任意 次 方 根 ， 一 个 基本 的 问题 是 ， 这 样 的 方 
th 答案 是 肯定 的 ， 棣 莫 弗 公式 对 这 一 问题 从 本 质 上 给 出 了 完全 的 解 
. 设 给 定 复数 z = r(cos yp 十 isiny), 我 们 希望 找到 一 个 复数 z -- του’ 二 isin wp )， 
μα (2)" -- 2. 对 (α)" 使 用 棣 莫 弗 公式 ， 并 比较 等 式 (2'" = 2 两 端的 模 和 辐 角 ， 
我 们 有 (rm)"==7 和 κ. 一 站 27k, 是 因为 辐 角 只 精确 到 
相差 27 的 整 倍数 ). 于 
-- ΝΠ φ' = αμ... 


,56 指正 实数 的 nn 次 算术 根 ) 于 是 ， 根 5 是 存在 的 ， 但 并 不 叭 -确定 ή κ - 
0,1,.…,n 一 1 时 ，z' 取 nn 个 不 同 的 值 ， 它 们 穷尽 了 所 有 可 能 的 根 ， 记 k= ng 十 7， 
0<r<n 一 1, 则 有 


2πτ 
ο 一 ο 十 2πῃ 


我 们 证 明了 
定理 3 任意 复数 z = |z|(cosp ἐείπιφ) 开 n 次 方 总 是 可 能 的 ，z 的 全 部 nn 个 
n 次 方 根 分 布 在 以 原点 为 圆心 ， Vlz| 为 半径 的 圆 的 内 接 正 n 边 形 的 顶点 上 : 


Vz = Vl (ων Ἐς 二 +isin 革 一“ 一 τ (16) 
Κ--0,1,:::,η--1, : 
推论 1 的 n 次 方 棚 (单位 根 ) 由 公式 


τ 27k 27k 
Vi = ek = 008 ~—— +isin 一 (17) 
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给 出 ， 大王 01. ,一 1. 它们 分 布 在 以 原点 为 圆心 ，1 为 半径 的 加 的 内 接 正 多 边 
3 ἡἠ Τῇ δ, τ. 口 


从 公式 (16) 和 (17) 立即 可 见 ， 形 如 Vz 的 实 根 为 零 个 ， 1 个 或 2 个 ， 而 形 如 
V1 的 实 根 有 1 个 或 2 个 (图 21 给 出 了 1 的 5 次 方 根 ). 


图 21 


1 的 一 个 了 次 方 根 称 为 本 原 的 (或 原 的 ), 如 果 它 不 是 1 的 更 低 次 数 的 方 根 ， 


例如 
2 


εξ ει 一 CO8 7 -- 151Ώ 一 ， Εμ. 1 
nn Τι 
是 工 的 ?次 本 原 根 . 
任意 其 他 的 根 ex 是 本 原 根 的 方 宕 


天 
Ek 一 上 1， 


这 仍然 可 以 从 棣 莫 弗 公式 看 出 来 . 进一步 εκει = sk+ 其 中 大 十 ! 是 取 模 得 到 的 最 
小 非 负 整数 . 特别 地 ， sr = sn_k, so = 1. 在 学 习 过 群 论 之 后 ， 我 们 注意 到 ， 1 的 
n 次 方 根 构成 了 一 个 n 阶 循环 群 (e). | 

这 样 就 得 到 了 π 阶 循环 群 的 又 一 个 模型 ， 对 于 每 一 个 因子 dlm, (ϱ) 中 恰 有 一 个 
ἆ 阶 子 群 (επ/ άν. 1 em 是 本 原 的 ， 当 且 仅 当 (ει) = (ε), 当 且 仅 当 Οατά(ε") -- π, 当 
Βατ πι 与 nn 互 素 .例如 当 π-- 12 人 时 ，12 次 本 原 根 有 ,ee?,e', ei. 在 n= 二 pp 是 素 
数 的 情况 下 ， 所 有 的 异 于 1 的 根 都 是 本 原 的 ， 从 代数 的 观点 来 看 ， 不 计 几 何 位 置 ， 
所 有 的 n 次 本 原 根 都 是 等 价 的 . 

回 到 对 任意 复数 z 关 0 开 n 次 方 的 问题 上 来 ， 我们 指出 如果 z' 是 某 个 取 定 
的 根 ( 例 如 z -- γ/]ο](οο5 +isin 台 )), 则 所 有 其 他 的 根 形 如 Ζ'εκ, k==0,1,…,n 一 1 
这 一 结论 与 公式 (16) 是 一 致 的 . 

5. 唯一 性 定理 ”复数 域 C 比 之 于 实数 域 有 R 的 优越 性 我 们 可 以 稍 后 表 作 充分 的 
评价 ,但 已 有 的 一 个 事实 ，C 包含 有 1 的 任意 次 方 根 就 足以 提高 人 们 对 复数 域 的 兴 
趣 ， 我 们 指出 ，C 是 依 上 的 2 维 癌 量 空间 (在 第 2 章 81 第 2 段 定 义 的 意义 下 ), 其 元 
πῆ 1,i:C= (1, ῃ. 
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一 个 自然 的 问题 是 ， 具 有 类 似 性 质 的 域 还 有 多 少 ? 我 们 有 下 述 唯一 性 定理 . 

定理 4 及 上 的 任意 一 个 2 维 向 量 空间 Κ, 如 果 还 是 一 个 结合 ， 交 换 ， 具 有 单 
位 元 1 且 无 等 因子 的 环 ， 则 必 同 构 于 域 C. 

证 明 不 失 一 般 性 , 将 1. 及 与 展 等同, 并 认为 民 包 含 在 KK 中. 因为 dimK = 2, 故 
存在 元 素 ee K\R, 使 得 1 和 ee 构成 向 量 空间 天 在 了 上 的 一 个 基 . 设 ε’ = a:1+26.e， 
其 中 a, 8 < 及 , 对 于 元 素 /=e--6&R 有 产 =? 此 处 yY=a+B εκ. 显然 7Y< 0 
否则 V7E R, 而 f= 土 V7E 民 与 1 44 民 矛 盾 . 这 样 存在 δε 及 , 满足 δὲ = 一 7 8 
7 二 6f, 有 六 = 一 1 且 雁 易 验证 (如 同 对 C 的 作法 ), 玉 中 的 每 个 非 零 元 可 逆 ， 即 五 
ΕΙ. Πρι 一 天,Zz 二 让 mZz 二 入 即 为 所 求 的 域 的 同 构 . 口 

在 这 一 证 明 中 ,我 们 何 处 用 到 了 K 是 无 零 因 子 环 这 一 条 件 ? 首先 ,和 若 没 有 这 个 
条 件 ， 有 可 能 发 生 e? = 0, 从 而 a = 6 = 0, Y= 0 的 情况 其次， 我 们 斯 定 由 Y0 
可 得 f = ΕΥ. 而 这 事实 上 是 因为 0= -y=(f 一 V7 了)(f+v7) 守 ff-V7=0 
或 f+V7=0. 

除了 Q ΡΕ 域 C 还 包含 有 许多 其 他 的 子 域 . 其 中 特别 有 趣 的 是 将 某 个 不 包含 
在 Ώ 中 的 C 的 元 素 添 加 到 Q 上 ， 所 得 到 的 域 Q 的 扩张 . 

例 1( 二 次 域 ) 设 d 是 一 个 非 零 整数 ， 可 能 是 负数 ， 使 得 Vd 4 Q. 域 Q(Vd) ccC 
当 d > 0 时 叫 作 实 二 次 域 , 当 d < 0 时 叫 作 虚 二 次 域 . 我 们 曾 在 第 4 章 83 中 讨论 过 域 
Ω(ν2). 在 定理 4 中 将 1 换 成 Vd, 关系 式 13 = 一 1 换 成 (νά) = ἀ, 重复 它 的 证 明 过 程 
得 到 


Ο(να) = {α + bvVdla,b ε 9) | 
特别 地 ， 
(αι 1- δι ν/α) + (az + baVd) = (αι + αὐ) + (Οι + b2)Vd, 


(αι + biVd)(a2 + boVd) = (aiaa + bibzd) + (αιὸ» + a2bi)Vd. 
其 次 ， 若 a 十 bYVd τε 0( 即 ob 不 同时 为 零 )， 


(18) 


. ὂ 
(a + ὀνά) ! 一 -一 十 νά 
运用 公式 (18) 218, ΜΗ 
τα 十 ῥνάν»α-- bvVd 


是 域 (να) 的 自 同 构 ， ΟΚΙΙΉ 159π 6181. 
一 个 数 we=a+Tbvd 的 范 数 定 义 为 


Ν(α) -- αἱ -- db’ = α](α). 
显然 ，N(a) -0-α-0. 其 次 ,因为 f 是 日 同 构 ， 
Ν(αβ) = αβ[{αβ) = αβ/(α)/(6) = α[ία) :81(8) = Νία). NG). 
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特别 地 ， Ν(α): Ν(α-1) = Νίαα”!) = Ν(1) = 1. 因而 范 数 具备 复数 域 C 中 模 平方 
的 主要 性 质 . / 

ο. 复数 的 初等 几何 ” 实 向 量 空间 C =< li >R 是 欧 氏 空间 : 它 被 赋予 了 一 个 
正定 的 数量 积 

(2ι |22 ) 一 Rez] 2 -- 2129 十 1 92. 
其 中 zx = zx 十 iyk,k 二 1,2. 柯 西 - 布 尼 亚 柯 夫 斯 基 - 施 瓦 效 不 等 式 成 也 
|(z1 |22)| < |21| |z2|, 

这 是 因为 |(z1 1z2)| = |Βοζιξο| ἕ |2ι2α| = |ζι||22| = |2ι| 22]. 

两 个 向 基 (复数 ) σι, zz 叫 作 正 交 的 , 或 垂直 的 , πε (αι 122)==0. 

从 关系 式 (12) 不 难 推 出 ， 两 个 向 量 z,cz EC* 是 正 交 的 ， 当 上 且 仅 当 Cc 太 纯 
虚数 ， 

过 点 u,v EC 的 直线 由 参数 方程 


ω“--υ--(υ--)ἰ,ἰ ΕΒ, 


给 出 .于 是 两 条 直线 由 三 + 人 一世 ΞΙ υ’ --υ-(υ' -- ὠ)ἱ 的 正 交 性 可 由 关系 式 
(υ 一 让 [υ ΙΙ vw ) 二 0 得 到 . 二 个 点 2 X22;,23 ς C, 21 夫 22 位 于 同一 直线 上 ， ΗΝ 24 
2Z3 一 0 
如 一 各 ΕΙ. (19) 
BB 
2420 -- Z321 -- 2129 ΕΚ. 
对 直线 的 正 交 性 作 少 许 讨论 . 给 出 任意 一 个 三 角形 ， 为 此 给 定 实 轴 上 的 两 个 加 
Εξ a, 8, 而 第 三 个 向 量 ἰη 在 虚 轴 上 ， 易 验证 三 角形 的 三 条 高 交 于 一 点 站 , 其 中 ὃ = 
-αβ/γ. 例如 验证 (--α -- 1δ|--β -- ἐγ) = 0( 图 29). 


图 22 


ση - ο, 21120. 21,24 Ε Ὁ, 2ι 天 24，22 天 23 的 交 比 |2ι, 29, 23, Ζ4] 的 概念 在 许多 几 
何 问题 中 发 挥 了 重要 作用 . (细节 见 [BAI1). 根据 定义 


Zl1 - 232 ο 2. 


|2ι, ο, 23» Z4| -- 


σι -- ΖΑ ρα -- Za 


ο σι 2ο) -24) (2ι-- 22)(Z3 — 24) (Σι -- δα)(3 一 0) 


(21 一 Za4) (za 一 Zz2) [21 ΜΝ σα] - . |z3 29|᾽ | (20) 
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是 一 个 复数 ， 依 赖 于 数列 z1, za, 24,2. 的 排列 顺序 ， 在 循环 置换 下 有 
[ζο, Z3, Ζ4, 1] = [2ι, δη, 23, 24| 一、 


我 们 指出 ， 关 系 式 (20) 定义 的 交 比 在 位 移 Ta:z 一 z 十 a 下 保持 不 变 ， 而 三 点 
19629 23 不 共 线 这 一 性 质 也 在 位 移 下 不 变 . 因而 ( 当 计 算 |21, 69 28} 24) 时 )， 以 21» 21» 23 
为 顶点 的 三 角形 的 外 接 圆 的 贺 心 可 以 放 在 坐标 原点 上 . 但 当 σι] = |z2| = Ισ] 时 ， 
易 验 


(21 一 29){23 一 24 儿 2] 一 24)(2Z3 一 59) 一 ΠΕΝ 一 [2α|7) . ]Ιτη(Ζ-Ζ2 一 2321 一 21 Ζ9) 和 Ν 


(建议 读者 在 本 市 后 面 的 习题 中 完成 这 一 验证 ). 根据 (19) 式 ， Im(zs22 一 z331 一 2122) 天 
0, 而 在 这 种 情况 下 ， 乘 积 (αι 一 22)(z3 一 δα)(Ζι 一 ξα)(Ζα -- 52) 是 实数 ， 或 等 价 地 说 
( 见 (20)), |21, 22, Z3, ΖΑ] χι, 54 ΗΝ 4 za 一 ος 二 0, 由 [2] 一 |24|. 这 就 意味 
着 2,1 ςκς 4, 是 模 相 等 的 四 个 复数 ， 位 于 同一 个 圆周 上 . 

该 论断 当 四 个 点 中 的 某 三 点 不 共 线 时 成 立 ， 我 们 指出 ， 交 比 [2ι, 22, za,z4] 是 实 
数 的 性 质 在 序列 Ζι, z2, 24,24 的 循环 置换 下 保持 不 变 ， 我们 证 明了 下 述 论 晰 . 

定理 5 设 不 在 同一 直线 上 的 四 个 点 21, 2ο, 24.24 ΕΤ, 2Z1 关 24.22 3 23, ἱχ 3 δι 
共 圆 ， 当 且 仅 当 它 们 的 交 比 下 实数 . 

这 仅仅 是 用 交 比 的 语言 得 到 的 请 多 几何 性 质 中 的 一 例 . 

作为 本 段 的 结束 ， 我 们 用 几何 手段 来 构造 在 数学 史上 占据 显著 地 位 的 一 些 新 的 
数 域 . 

例 ( 可 构 作 性 数 域 ) 在 币 卡 儿 平面 上 给 定 两 点 (0,0) 和 (1,0). 后 面 所 有 的 结构 仅 
在 贺 规 和 直 尺 的 帮助 下 实现 ， 如 果 构 作 了 点 P 和 Ω, 我 们 自然 可 以 认为 连接 它们 的 
线段 PQ 也 构 作 出 来 了 ， 如 果 构 作 了 点 Ρ 和 线段 7, 那么 以 P 忆 为 圆心 ，r 为 半径 的 
圆周 也 可 以 作出 来 . 已 构 作 出 的 两 条 直线 (线段 ) 的 交点 或 两 个 圆 的 交点 的 构 作 也 是 
在 这 种 意义 之 下 . 

复数 十 如 称 为 可 构 作 的 , 如 果 从 点 (0,0) 和 (1,0) 出 发 ， 经 过 有 限 次 上 述 的 (3 
许 ) 构 作 ， 我 们 可 以 作出 点 P= (a,b). 不 难看 到 ，a 十 后 的 可 构 作 性 ,每 价 于 lal 和 
[οἱ 的 可 构 作 性 . 平面 上 可 在 圆规 直 尺 的 帮助 下 构 作 出 来 的 点 的 集合 ， 也 就 是 说 所 有 
的 可 构 作 复数 的 集合 记 作 Ο5. 

定理 6 集合 CS 是 域 C 的 子 域 . 

ΒΗ 从 数 的 可 构 作 性 定义 直接 得 到 ，CS 关于 加 法 运算 是 封闭 的 (点 z+2 是 
圆心 在 点 2’, 半径 为 |z| 与 圆心 在 点 z, 半径 为 jz 的 两 个 圆 的 交 ), 而 如 果 z = z+iy E 
Ο5 可 得 -z=-z-iye0s. 

将 长 度 可 构 作 的 线段 1, a, 6 置 于 坐标 轴 上 ， 我 们 来 考察 图 23,(a) 和 (Ὁ) 中 的 相 
似 三 角形 (虚线 代表 新 的 可 构 作 线段 ), 就 得 到 了 积 Υ = αβ ΠΗ͂ ὁ = afB 的 可 构 作 
性 .因为 
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1 ὃ--αίβ 
(b) 


图 23 


22' = (9 --1ψ)(α' +iy) = (ασ' — υψ’) 1- 1(αγ' + α’ν). 
1 2 . 
z 27+ T+ 


积 zz 和 商 = 的 可 构 作 性 归结 为 Y 和 δ 型 线段 的 可 构 作 性 ， 因 而 我 们 证 明了 集合 
CS 关于 复数 域 Ὁ 的 所 有 的 运算 都 是 封闭 的 . 口 

注 记 1) C5 ΕΛΕΝΗ 2. z 下 不 变 ， 

2) 图 23(c) 表明 ， 可 构 作 实数 a > 0 的 二 次 方 根 Va 是 可 构 作 的 . 这 件 事 对 于 
任意 可 构 作 复数 z 亦 成 立 . 

C'S 的 任意 子 域 FC CS 通常 称 为 可 构 作 数 域 .显然 ，Q C C5, 且 任 意 可 构 作 
数 域 是 特征 为 零 的 域 . 根据 注 记 2), 所 有 的 二 次 域 ( 见 85 的 例 ) 是 可 构 作 的 . 


习 题 


1. 找 出 使 σ᾽ 十 (I 十 让 z 为 纯 虚 数 的 所 有 模 为 1 的 复数 z. 在 复 平面 C 上 画 出 这 些 点 的 雪 迹 . 
2. 设 复数 6 ΚΚ 74: δ᾽ -- 一 1 3, Ε(δ) ἐ ΠΒ λα ὁ 115). 关于 到 (6) 我 们 能 说 些 什么 ? 
3. 设 A, BE ΜΠπ(ΕΒ). 根据 定理 1 证 明 ἀει( 十 iB) = det(4 -- 1Β) (242848 Μπ 8 33). 


4. 设 4, B € Μα(Β), 
A 已 
-Β A 


χα πα ΡΟ 施行 复数 域 ο .上 的 了 型 和 甘 型 初等 变换 证 明 
det C = ldet(A + ιΒ)Ι". 


5. 084} 1232 1). 利用 习题 3 和 和 4 给 出 下 述 “ 奇 怪 ” 现象 的 解释 . 带 有 复 条 数 ἀκι 二 ανι-Γέδκι 
和 未 知 数 zi 二 2i 十 刘 的 方形 齐 次 线性 方程 组 


dii2z1 十 … :十 drn2r 一 0, 


ss | (*) 
dni2z1 十 …: 十 ἆππζη -- Ὁ 

有 和 非 平凡 解 (Zz],:… ,zn), 3 Β 33 ἠοίίάκι) = 十 他 一 0( 关 于 这 一 点 见 第 4 章 83 第 6 段 的 说 

明 ). 这 个 条 件 引 出 了 两 个 方程 a = 0, ὃ = 二 0, 它们 联系 到 οπ 个 实数 值 Qk, ὃκι. 另 一 方面 ， 方 程 

组 (κ) 可 以 写成 带 有 2n 个 实 未 知 数 Xi, Yi 的 2n 个 齐 次 线性 方程 组 ， 现 在 非 平凡 解 存在 的 条 件 
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是， 单独 一 个 οι 阶 实 行列 式 等 于 堆 ， 它 仅 由 关于 aki, bri 的 一 个 方程 给 出 . 这 两 个 结果 是 怎样 相 
容 的 ? 

6. 找 出 二 次 域 Q(Vd) 的 自 同 构 ， 它 应 该 保持 有 理 数 不 变 . 

提示 ; ” 恒 等 映 射 和 映射 a 十 bVd ma 一 bvd. 

7. Ἡτι» 1], 1 的 所 有 ni 次 方 根 的 和 人 等 于 什么 ? 求 1 的 12 次 本 原 根 的 和 ， 以 及 15 次 本 
原 根 的 和 ， 

δ. 证 明 CC 二 (2 十 让 /(2 一 不 是 工 的 根 ， 尽 管 |(|= 二 1. 

提示 : οπ-1-(ϱ- 01 = (2+2)? = (2 一 ?十 2 和 7 --(ο- τς... (2ὓ” -» (2--ἠ)(αἠ- δὲ) 
-- (2 和 - 5(a2 ἠ- δ) = 97" 一 5|227, 得 到 矛盾 . 

9. 集合 5) --{ε]ρεΚ]ίε1 为 半径 的 圆周 ) 组 成 C 的 乘法 群 (C*,:) 的 一 个 子 群 ， 任意 
民 一 线性 映射 f:C 一 C ης 正 交 的 , ας (f(z)|f(z )) = (zlz ), 即 若 } 保存 向 量 的 长 度 (两 点 间 
的 距离 ), 证 明 如 果 f(z) = cz 或 f(z) -- cz, 其 中 cE Sl, 则 f:C 一 C 是 正 交 的 . 


10. 证 明 
Ὅ0 21 2 ‘Ln—l1 
k 2k n—1)k 
Tn-2 Tn—l 3ο στ Tn-—3 一 (xzo 1-6 χι 十 6 Za 十 十 CC ) rn_1), 
ts k=D 
Ἔι Το 738 To 


其 中 CC 是 1 的 一 个 n 次 本 原 根 . 
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我 们 在 第 2 章 和 第 3 章 讨论 过 线性 方程 组 的 理论 ， 与 之 类 似 ， 多 项 式 理论 也 是 
传统 代数 学 的 一 个 古老 而 出 色 的 研究 领域 ， 多 种 数学 问题 都 可 以 用 多 项 式 的 语言 陈 
述 和 解决 ， 原 因 是 多 方面 的 ， 其 中 之 一 在 于 多 项 式 环 的 “ 泛 性 ”, 我 们 将 在 第 1 段 中 
对 它 进行 讨论 

设 RR 是 有 单位 元 1 的 交换 环 ( 像 往常 一 样 是 结合 的 ),4 是 的 菜 个 子 环 ， 且 包 
3:1. 如 果 te R, 则 R 中 包含 有 4 和 上 + 的 最 小 子 环 显然 由 形 如 


α(ἑ) = αρ + αιξ + a2t 4----ἠ- απ” (*) 


的 元 素 组 成 ， 其 中 as e 4, ne Z, n > 0. 我 们 将 它 记 作 4 由 , 并 称 之 为 从 4 添加 元 
素 上 得 到 的 环 ， 表 达 式 (*) 叫 作 系数 在 4 中 的 七 的 多 项 式 . 看 几 个 例子 (如 n= 2) 
就 可 以 知道 如 何 计算 多 项 式 的 和 与 积 : 


a(t} -- δὲ) = (go + ait + a2t?) + (bo + bit + bot?) 
= (ao 十 加 ) + (αι + δι)έ + (a2 + b2)t?, 
a(t) :b(t) = aobo 十 (aob + aibo)t + (αρῦ» + αιδι 十 αοδρ)έ” 
十 (ciba + α2δι)έδ + αρδαέή. 
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显然 ， 合 并 同类 项 基于 所 有 的 元 素 a;,b;,t* 是 两 两 可 交换 的 . 

回忆 二 是 随机 地 从 R 中 取出 的 一 个 元 素 ， 因 市 外 表 不 同 的 表达 式 (κ) 可 能 实质 
上 是 完全 一 样 的 .如 果 令 Α-Ω, t= νὰ, ΜΙ 9 --2,Τῃ ἢ --2ἱ, 但 这 两 个 关系 式 不 
可 能 从 多 项 式 的 任何 形式 规则 中 推导 出 来 . 为 了 得 到 我 们 熟悉 的 多 项 式 的 概念 ， 必 
须 去 除 所 有 附带 的 关系 ， 将 t 当 作 一 个 任意 的 符号 ， 它 不 一 定 包 含 在 Ε 中 .符号 叫 
作 什 么 是 不 重要 的 . 重要 的 是 表达 式 a(t) 十 6(t), a(t)b(t) 中 系数 的 构成 法 则 .现在 我 
们 来 给 出 作为 代数 对 象 的 多 项 式 和 这 些 对 象 构成 的 多 项 式 环 的 精确 定义 . 

1. 单 变 元 多 项 式 设 4 是 任意 有 单位 元 的 交换 环 . 构造 一 个 新 的 环 Β, 它 的 元 
素 是 无 穷 序 列 


f= (o,fi, {ον τν fi€ Α, (1) 
除 有 限 多 项 之 外 ， 所 有 的 fi 都 等 于 零 ， 我 们 来 定义 B 上 的 加 法 和 乘法 运算 ， 令 


fj+9 一 (fo, 11, 1ο," ) + (ου, σι, 92，… 
一 (4ο 十 go 万 Ἔσι, 2-02." ), 
Γτο Ξ ᾗ -- (hi, Πο, να," ..). 


其 中 hx = γ᾽ 161, & = 0,1,2,.…- 
i 二 j= 二 

显然 ， 作 加 法 和 乘法 的 结果 仍然 是 形 如 (1) 的 序列 ， 仪 含有 限 多 个 非 零 项 ， 即 
所 得 的 元 素 包 含 在 B 中 . 验证 环 的 公理 ( 见 第 4 章 83), 除 结 合 律 外 ， 其 余 各 条 都 
是 显然 的 .事实 上 ， 因 为 8 中 两 个 元 素 相 加 归结 为 环 4 中 的 有 限 个 元 素 相 加 ， 
(8, -) 是 一 个 交换 群 ， 有 零 元 素 (0,0,0,:…) 且 任 意 元 素 f= (fo, 有 ,所 ,…) 有 负 元 
κ -[-ἰ-β,-,-[,:). 其 次 ， 滋 法 是 交换 的 ， 因 为 hi 通过 fi 和 ο; 的 表达 式 
是 对 称 的 . 用 这 一 表达 式 也 可 证 明 Β 满足 分 配 律 (f + ο) = η }- gh. 关于 乘法 运 
算 的 结合 律 ， 设 


f = (fo, Π, ι-:-), ϱ 一 (00:61. 62,1"), h = (Αρ, 1, ο...) 


是 集合 号 中 的 任意 三 个 元 素 . 石 ]ο 一 以 一 (do, di, d2, .. ), 其 中 ὦ 一 fig;,! 一 0, 1. 
2 十 了 一 ! 
ν (4) Ην -- ἀπ --ε--(ερ,ει;εχ.-:-), Ἠρμε.-- 》 dhs= ὃς) 
十 太一 5 ἱ ης 十 7 一 ! 


γ᾽ figjhs. 计算 f(gh) 得 到 同样 的 结果 . 于 是 B 是 一 个 带 有 单位 元 (10,0, ᾿ ) 


t+ 十 了 十 天 一 5 


的 交换 结合 环 

序列 (00 可 以 像 4 中 的 元 素 一 样 相 加 和 相 乘 . 这 就 使 我 们 可 以 将 这 些 
序列 与 环 4 中 的 对 应 元 素 等 同 起 来 ， 即 对 任意 的 ae Α, δ α--(α,0,0,:::). 于 是 4 
成 为 B 的 一 个 子 环 . 
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其 次 ， 我 们 将 序列 (0, 1,0,0,…) 记 作 Χ, 称 之 为 4 上 的 变 元 (或 未 定 元 ). 运用 
Β 中 的 乘法 运算 ， 我 们 求 出 


(2) 


..ν»ν..ν.αῚπακ«-π-“-“-”--᾿π;ἔ 


此 外 ， 根 据 (2) 式 和 包含 关系 Ας Β, 我 们 有 
(0,0,:::-.Ό,α,Ὀ,---)--αΧ.--Χ"α. 


于 是 ， 如 果 Γι 是 序列 } = (fo, 丹 ,… ,fn,0,0,…) 的 最 后 一 个 非 零 项 ， 则 在 新 
的 亿 写 下 
f = (fo ,fn-1,0,0,.…)+ fnX" 
= (fo,.… ,fn—2,0,0,.…)+ fn-1X™ 十 如 入- 


曙 本 . 蛙 了 ο 了 » 5.5 4. 5 


(3) 
= 0 二 及 和 半 十 foXX 十 … 十 fnX". 

元 素 f 的 这 种 表达 式 是 唯一 的 ,因为 (3) 式 右 边 的 fo,… , fn 是 序列 (fo,… ,fn,0,:…) 
的 项 ， /= 0, 当 且 仅 当 有 p=…= fn=0. : 

定义 ”上述 环 妃 记 作 4 区 ] , 中 作 4 上 单 变 元 X 的 多 项 式 环 , 它 的 元 素 叫 作 
多 项 式 . 

当然 , 将 一 个 固定 的 符号 X 称 为 变 元 或 未 定 元 并 非 术语 上 的 恰当 发 明 , 但 这 已 
成 为 习惯 ， 不 会 导致 误解 . | 

我 们 有 意识 地 使 用 大 写字 母 X 是 为 了 将 专 有 的 多 项 式 表 达 式 f = Χ 与 水 数论 
中 的 变量 z 特别 区 分 开 来 ， 后 者 遍历 某 个 定义 域 (纯粹 是 临时 约定 ， 以 后 不 一 定 遵 
守 ). 更 经 常 地 是 将 多 项 式 f 写成 下 述 形 式 


f(X) -αρΧ᾽Ηἠ-αιΧ'-'-:.-Ἑαη, 


即 按照 X ΚΈΕΗΕΡΙ. ΕΕ 1 ΠΠΒΗΨΒΤ 183 ΠΑΕΒΕπΕ 8 Ἐ ΠΠΘΠΝ. 

元 素 fi (5 αι) 叫 作 多 项 式 f 的 系数. 1 f 的 全 部 系数 者 等于零, 则 称 55 
项 式 . X 的 零 次 方 舌 的 系数 Το 叫 作 常数 项 . 如 条 {η 0, Ν 所 称 为 首 项 系数 , 而 n 
叫 作 多 项 式 的 次数, 记 作 n = deg f. 约定 零 多 项 式 的 次 数 是 --οο)(--οοἠ-(--οο) = 一 co， 
对 任意 n EN ,00 十 n= 一 00 ,一 00 <n). 次 数 为 1,2,3 的 多 项 式 分 别 叫 作 线性 的 ， 
一 次 的 ， 三 次 的 多 项 式 . 

环 4 的 单位 元 1 是 环 4A[X] 的 单位 元 ， 它 是 一 个 零 次 多 项 式 . 根据 4A[X] 中 加 
法 和 乘法 的 定义 立刻 推出 ， 对 于 次 数 为 风 和 τι 的 任意 两 个 多 项 式 


f=fot+fiX+:…+ fhX", g=g90+g1X+.+gmX™ (4) 
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分 别 有 不 等 式 
deg(f 十 9) 和 max(deg f, deg ο), deg(f9) < deg f + ἆορ η (5) 


只 要 (4) 式 中 的 两 个 多 项 式 的 首 项 系数 的 乘积 fgm 不 等 于 零 ， 不 等 式 (5) 中 的 第 二 
个 式 于 就 是 一 个 等 式 


deg(f9) = deg | + degg 


因为 
79 = fogo + (fog1+ figo)X+-…+ (frgm)X™™ (6) 
这 事实 意味 着 下 述 
定理 1 如 果 4 是 整 环 ， 则 4[X] 也 是 整 环 ， 口 


多 项 式 环 在 交换 环 中 的 地 位 在 某 种 程度 上 可 以 解释 如 下 : 
定理 2 ΞΕ ΓΕ δ 5 Ἄ 4 作为 子 环 . 对 于 任意 元 总 ίεΕ, 存在 唯一 的 环 
同 态 Πι: ΑΙ Χ] 一 {, 使 得 


ΨαΕΑ, Πμα)]-α, Πι(Χ)--ἱ (Τ) 


证 明 首先 假设 这 样 的 同 态 Πι 存在 . 给 定 写成 (3) 式 的 任意 多 项 式 f, 因为 对 
于 f 的 每 个 系数 户 Πι({) = 所 ,上 且 Πι(Χ = (17(X))”= εξ ( 同 态 的 性 质 和 条 件 
(7)), 所 以 
Πι(ῇ) Ξ Πι({ο ΞΗΧ:::{- πΧ") (8) 
= [ο fit+.…+ fnt", 


即 Πι(ϱ) 是 唯一 确定 的 ， 并 由 公式 (8) 给 出 . 反之， 如 果 我 们 用 公式 (8) 定义 一 个 映 
5 Π,,, ΠΙ Π, 显然 满足 条 件 (τ) 并 得 到 一 个 环 同 态 ， 事 实 上 ， Πὶ 作为 环 的 加 法 群 
的 同 态 是 清楚 的 ， 至 于 乘法 ， 将 πι 应 用 到 乘积 (6), 则 (广义 ) 分 配 律 给 出 


Tl(f9) 一 fogo 十 (σι 十 Γιουί 十 :十 (from)t"t™ 


= (> ft | Σ η = Πι(})' Πι(0). - 
i 一 1 1-1 

将 公式 (8) 定义 的 映射 Πι 作用 到 多 项 式 f = 1(Χ) 上 ， 其 结果 称 为 在 f 中 用 
替换 X, 或 简单 地 ( 带 有 某 种 牵强 ) 称 为 了 在 X = 上 t+ 上 时 的 值 , 因而 记 作 Πι(Ρ) = f(t). 
知道 了 ΠιΙ() ,就 意味 着 能 够 计算 f 在 X = 上 时 的 值 . 令 ze Α, ΠΒ Πα 71 
是 联系 多 项 式 研究 中 的 函数 观点 与 代数 观点 的 一 个 纽带 .根据 定义 ， 线 性 多 项 式 
Χ--ο- (--ο,1,θ,...) 不 等 于 零 ， 但 与 之 相关 联 的 多 项 式 消 数 IT 一 XT 一 c 当 X=c 时 
取 零 值 ， 另 一 个 例子 :系数 取 自 域 Fs (其 中 1 十 1 =0) 的 非 零 多 项 式 Χ’ 十 给 出 
了 一 个 零 函数 ]: F2 一 F2, 因为 02 0-0 13-Ε1 --0. 
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π.ιε R 称 为 Α 上 的 代数 元 , 符 存 在 f € ΑΙΧΙ, 使 得 Πι(ῃ) --0. ， 如 果 
ΠΕΑΙΧ] -» Β λὲ- ΤΗ Ηλ ( 单 同 态 ), 则 苇 叫 作 4 上 的 超越 元 . 当 A 一 Q,R=C 
时 ， 则 简单 地 称 之 为 代数 数 和 超越 数 . 例如 在 数学 分 析 中 定义 的 数 e 和 是 超越 
的 ， 而 数 ν2,νϑ, V2 + V3 是 代数 的 . 

同 态 Πι 原本 用 于 反映 多 项 式 环 ΑΧ] 的 泛 性 . 现在 多 项 式 环 汉 性 的 更 完 钾 的 
刻画 如 人 下， 

定理 3 设 4 和 玉 是 任意 交换 环 ， 寺 是 玉 的 一 个 元 素 ， 而 po:4 一 及 是 环 同 
态 ， 则 gp 可 以 唯一 地 扩充 为 环 同 态 pt: ΑΧ] ἐν ο Ἠ πΧ 对 应 到 

定理 3 的 证 明 在 本 质 上 与 定理 2 的 证 明 类 似 ， 留 给 读者 作为 习题 

2. 多 变 元 多 项 式 ” 当 Ας Ε 时 ， 如 果 在 本 市 开头 的 海 察 中 取 任 意 n 个 元 素 
t1，,… ,tn ΕΒ, 58 RR 中 包含 有 A 和 ἐι,.-' ,tn 的 所 有 子 环 的 交 ， 则 我 们 得 到 一 
个 环 Ανν. ,tnj. 如 同 n= 1 的 情况 ， 其 元 紊 的 形式 记 法 暗示 着 引入 n 变 元 多 项 式 
的 必要 性 ， 作法 非常 简单 ， 回忆 构造 环 B = A[X] 是 从 带 有 单位 元 1 的 交换 环 4 开 
始 的 ,现在 我 们 可 以 用 环 B 代替 4, 构造 环 C = ΒΙΥΙ, 其 中 Y 是 一 个 新 的 变 元 ，Y 
对 BB 所 起 的 作用 ， 与 X 对 4 一样 .CC 的 元 素 可 唯一 地 写成 > bjY’, ὃ; ε Β 的 形 
状 ， 且 B 等 同 于 C 的 一 个 子 环 ， 由 形 如 ΟΥ: = b.1 的 元 素 组 成 ， 因 为 元 素 b; εΒ 
可 唯一 地 表示 成 b; = aijyX', 故 C 中 的 任意 元 率 形 如 


κ ἶ 
» > αμ”, aij € Α, 
ἐΞ-0 1--0 
并 且 根 据 构造 法 ，oij 与 六 和 站 可 交换 ， 变 元 Χ ΠΥ 可 交换 . ο 叫 作 4 上 两 个 
变 元 (或 未 定 元 )X,Y 的 多 项 式 环 . 
将 这 种 构造 重复 充分 多 次 ， 我 们 就 得 到 了 4 上 nn 变 元 (或 未 定 元 ) Xi,:… ,Xn 
的 多 项 式 环 A[X1,:… ,Xnl. 
我 们 约定 ,将 nn 个 非 负 整 数 ντι. ,i 的 序列 (人 ,in) ΕΝ (N= NU{0}) 简 
记 作 (i). 这 时 任意 元 系 f& A[X1,… ,Xn] 可 写成 如 下 形式 : 
1 = aX , αρ ΕΑ (9) 
(9) 
其 中 Χῶ = Χ]...Χι» 是 一 个 单项 式 ，f 是 系数 取 自 4 的 单项 式 的 线性 组 合 ， 根 
据 多 项 式 的 定义 ，(9) 式 中 所 有 的 系数 ad 除 有 限 多 个 以 外 都 等 于 零 ， 写法 (9) 的 唯 
一 性 可 直接 从 下 述 论断 得 到 . 
多 项 式 了 等 于 需 ， 当 且 仅 当 所 有 的 系数 αἱ... 等 于 零 . 当 n= 1 时， 在 构造 环 
AIX] 的 过 程 中 已 发 现 了 这 一 结果 . 当 n > 1 时 , 对 n 作 最 简单 的 归纳 ， 即 我 们 可 以 
将 多 项 式 写 成 


- ) | 11 Lm ; | ' ἆγι 
f --- αμ. 入 1 νά, 一 Di 从 9 
tn 
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其 中 
1 一 ν΄ πα .. Χ 


τι--1 
了 Ln] 


是 变 元 较 少 的 多 项 式 ， 对 n = 1 的 结论 和 归纳 假设 表明 ， 


f=0, SVinbi, Ξ- 0 5 (έν, τ ,in) 


αλ... 1 ἓν -一 0. 


现在 自然 可 以 认为 ,两 个 多 项 式 [ος ΑἰΧι,..., Χα] 相等 ， 当 且 仅 当 它们 的 相 
间 单 项 式 的 系数 相等 (根据 上 面 所 述 ， 


ο ο ο το -» ΧῚ .. Χὴ5 κ Χ]'..:Χ7). 


多 项 式 f 关于 Xk 的 次 数 记 作 deg%f, 它 是 在 所 有 ad 关 0 的 单项 式 αρ ΧΩ 
中 ， Xk 的 指数 中 的 最 大 整数 . 例如 多 项 式 1 十 大 十 XY Χ’Υ7 关于 六 的 次 数 是 
2, 关于 Y 的 次 数 是 3. 

整数 ἐν 十 … 十 记 叫 作 单项 式 ΧΊ...Χ'» 的 (全 ) 次 数 . 

多 项 式 f 的 次 数 ( 或 全 次 数 )deg | 是 它 的 单项 式 全 次 数 中 的 最 大 值 . 令 deg0 = 
一 00. 在 多 变 元 的 情况 下 ,谈论 多 项 式 的 首 项 是 没有 意义 的 ， 因 为 全 次 数 最 大 的 单项 
式 可 能 有 许多 个 . 

我 们 在 第 1 段 中 对 ΑΙΧ] 得 到 的 许多 结果 可 以 转移 到 环 ΑἰΧι,-.:, Χι 上 . 例 
如 运用 定理 1 并 对 τι 作 归 纳 立 即 得 到 

定理 1 如 果 4 是 整 环 ， 则 环 A[Xi1,… ,Xn] 也 是 整 环 ， 特别 地 ， 任 意 域 已 上 

的 nn 变 元 多 项 式 环 是 整 环 . 

”下 述 论 断 可 看 作 定 理 1 的 一 个 有 效 的 改进 . 

定理 4 设 f 和 9g 是 整 环 A 上 的 任意 两 个 n 变 元 多 项 式 . 
则 

deg(f9) = deg | 十 deg9. 


证 明 ΤΑ π(Χι,::: , Χα) 叫 作 m 次 齐 次 多 项 式 或 m 次 形式 , 如 果 它 

所 有 的 单项 都 有 同一 个 全 次 数 m,1,2,3 次 形式 分 别称 为 线性 ， 二 次 和 三 次 形式 . 如 
果 将 f 中 所 有 次 数 相同 的 单项 式 ( 仅 考虑 有 非 零 系 数 的 单项 式 ) 合并 在 一 起 ,我们 就 
把 多 项 式 f = δα Χὃ 唯一 地 表示 成 次 数 各 不 相同 的 形式 fm 的 和 

ΓΞ -ΓΊ-’'' 5 fk,k = degf. 
如 果 

ϱ--θο σι τι. Γαοιί-- degg, 
则 显然 ， 

79 -- fogo + (7ηϑι 二 万 9o) + :+ frgl 
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(这 个 式 子 与 (6) 式 类 似 , 但 fi, g; 有 另外 的 含义 ), 从 而 deg [ος κι. 根据 定理 
1 ,从 {.70, 91 关 0 得 到 fxg1 7θ, Ββ deg(f9)= ἀερ(/κοι) = k+l= degf +degg.D 

3. 融 余 除法 ”在 第 1 章 89 第 3 段 中 对 整数 ZZ 引入 过 带 余 除 法 . 当 4 是 整 环 
时 ， 完 全 类 似 的 算法 可 以 在 环 ΑΙΧΙ 中 进行 ( 当 4 = 展 时 ， 初 等 代数 中 已 有 这 一 算 
法 : 回忆 带 余 际 法 ). 

定理 5 设 和 A 是 整 环 ，g 是 A[X] 中 的 多 项 式 ， 其 首 项 系数 在 A πα. 那么 
对 于 每 一 个 多 项 式 f € AIX], 存在 唯一 的 一 对 多 项 式 gr € ΑΧ], 使 得 


f= gg+r,degr < ἄερο. (10) 
证 明 κ 
f 一 QoX? 十 Q1XTm ο Γι: αμ. 
ϱ = boX™ {διΧΤ- 1... -- δι, 
其 中 αρὀρ «0, Ἡ bl1L .对 nn 作 归 纳 ， αι --0, Η πι-- degg > deg -- 0, (145 
4g 二 0,7 二 f. 着 n= 二 m=0 则 令 7=0 和 4g = αοὀρ.. 我们 假设 定理 对 所 有 次 数 <m 
的 多 项 式 成 立 ， 此 处 n > 0. 不 失 一 般 性 ， 设 m < n, 因为 在 相反 的 情况 下 , 取 g=0 
旦 ?+= 了 即 可 ,这 时 
f=aobo X" ".g+, 
其 中 deg «τι. 根据 归纳 假设 , 我 们 能 够 找到 了 和 7, 使 得 f= gg+7, 并 且 degr «πι. 


今 


; --αρῦρ Χο +g, 
我 们 就 得 到 了 具有 所 需 性 质 的 一 对 多 项 式 g 和 7. 
还 需 证 明 商 α 和 余 7 的 唯一 性 ， 我 们 设 
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则 (gq 一 q)g =7 一 7 .根据 定理 1 Ἡ deg(7 --τ') = deg(d -- η) +deg9, 在 我 们 的 条 件 
下 ， 仅 有 的 可 能 性 为 内 =r 且 9 = 二 gq (回忆 deg0= 一 00 以 及 -十 m= 一 00 ). 
最 后 指出 , ΒΗ 9 和 余 7 的 系数 属于 完全 相同 的 环 4, 即 f, 9 € Α[Χ] 4,2 € ΑΙΧΙ. 
Γ] 
注 记 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 通常 称 为 首 一 多 项 式 . 上 述 用 多 项 式 9 去 除了 的 
过 程 叫 作 欧 几 里 得 算法 , 若 g 为 首 一 多 项 式 ， 则 算法 略为 简单 . 若 (10) 式 中 的 余 τ 
Τα f= 99 , 则 称 f ἘΚ 9 整除 . 


局 是 


1. 多 项 式 f(X) 二 XX" δν” Χὸ ΑΧ” - ὂχΧ- 1, α(Χ) 二 Χ 十 和 十 1 可 以 看 作 环 ΖΧ] 
中 的 多 项 式 或 者 环 Z5[X] 中 的 多 项 式 ， 用 带 余 除法 证 明 ， 在 第 一 种 情况 下 [(α) 不 被 g(z) 整除 ， 
而 在 第 二 种 情况 下 ， (0) 可 以 被 9(Z) 整除 .与 此 相反 的 情况 有 可 能 出 现 吗 ? 
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2. 用 定理 3 证明， 如果 已 是 域 ， 则 环 ΕΊΙΧῚ 的 保持 已 不 变 的 所 有 的 自 同 构 组 成 的 群 同 构 于 
变换 群 Χε!αΧη-ὐ, ΔῈ αι δΕεΕ, aa 关 0. 
3. 证 明 多 项 式 f E 下 [XI πι Ἐ πι 次 形式 (参看 定理 4 的 证 明 ),， 当 且 仅 当 f(tX1,.…， 
tXn) επ (δι. Xm)， 其 中 蕊 是 一 个 新 的 变 元 ， 
4. 证 明 全 次 数 为 πι 的 nL 变 元 单项 式 的 个 数 为 ( min | | 
ΤΤΙ 


提示 ”利用 在 nh ἤστην 上 上 的 双重 归纳 法 ， 借 助 关 系 式 


(0 κ. 


5. 返回 第 1 段 的 定义 ， 考 察 集 售 ΑΙΧΙ, 它 由 变 元 (或 未 定 元 )X 的 形式 项 级 数 f(X) = 


di 


》 aiX' 组 成 ， 或 者 由 序列 (ao, al,a2,…) 组 成 ， 其 中 系数 ai 是 交换 环 A 中 的 任意 元 素 ， 可 能 


{20 


有 无 限 多 个 ai 关 0. ΑΧ] Ῥ ἐὐ 3} Α ΑΚ ἀθΙΦΗ ΠΚΕ ΠΑΡΙ 49 Ἧς ΑΙ. 


(5 α.Χ') + {5 υιΧὴ) = Σία εδ) Χ'' 
(> αιχὶ) 924 一 Υ ckX ch 一 γ᾽ αιδ 
1 十 了 一 天 
证 明 集合 ΑΠΧῚ 连同 这 些 运算 构成 一 个 交换 结合 环 ， 带 有 单位 元 --(1.0,0,.:.). 
ΗΧΕΙΑ [-ΣΑαιΧ' 中 ， 变 元 ΧΗ ΕΧ ΛΈ 义 ', 那么 谈论 次 数 deg 三 就 没有 高 
义 了 ， 比 较 自 然 的 是 考察 } 的 级 ω([), 它 是 使 an 天 0 的 最 小 下 标 Nn( 令 ω(0) -- 十 ce) 
证 明 
i) w(f + ϱ) > min{w(f),w(g)}: 
ii) wlfg) > ω([) + w(g). 
如 果 A 是 一 个 整 环 ， 证明 w(fg) = ω(}) 十 w(9). 特别 地 这 时 A[[X]] 也 是 整 环 . 
证 明 A[X] ἃ ΑΧ] 的 一 个 手 环 . 
6. 多 项 式 和 震级 数 经 常用 来 作为 各 种 类 型 的 数值 的 生成 函数 .我 们 用 两 个 简单 的 例子 说 明 
这 一 点 、、. 
a) 用 ΖΙΧΙ 中 的 二 项 公式 Σ ΝΝ = (1 十 X)” 和 显然 的 分 解 (1 十 XX)"(1 Χγ' - 
(1 -- Χὶπ Τη 证 明 关 系 式 


ντο) 


b) 在 带 有 二 元 运算 的 集合 中 ， 可 以 在 πι κ 15 ιβ 5, ΗΡΑ ΡΤ 4ς αν ἃς {8 
方式 的 数目 ἰμ, 为 此 引入 生成 函数 -一 一 形式 项 级 数 


νο Ολα λαο +2X 十 


πο] 


是 有 用 的 . 它 的 前 几 个 系数 在 第 4 章 81 第 3 段 中 已 经 计算 过 ， 从 显然 的 递 推 关 系 
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得 到 1(X)2 --Ι(Χ)- κ. 解 这 个 二 次 方程 ， 我 们 有 
ἱ-ν]- 4χ 
(Χχγ------- 


( 根 式 前 的 符号 是 由 条 件 ji > 0 决定 的 ). {8361801  |(Χ) 满足 f° - 1 -ςλΧ,τενλ, πὶ 
AL ΝΙοΧΥ 
κ--ὶ Li=0 


(姑且 认为 泰勒 展开 式 存在 )， 在 我 们 的 情况 下 一 2, 入 二 -4 且 简 单 的 代 换 给 出 了 最 后 的 表达 式 


-- 1 /2n—2 
ΤΟ τ ( 1 ) 
1Σ ο Αν ΤΑ αἲ Ἡ ΜΙ 8. 


§3 多项式 环 中 的 因 陈 分 解 


1. 整除 的 初等 性 质 ”从 第 1 章 开 始 ， 我 们 在 几 个 地 方 涉及 整数 环 Ζ, 中 的 整 际 
性 问题 ， 但 是 暂时 还 没有 证 明 算 术 基 本 定理 .现在 到 了 填补 这 一 空 日 ， 并 且 将 绪论 
椎 广 到 更 广泛 的 环 类 上 的 时 候 . 我 们 首先 感 兴趣 的 是 域 P 上 的 多 项 式 环 ΡΙΧΙ. 

我 们 从 任意 的 整 环 R 入 手 、R 中 的 可 道 元 在 前 文 叫 作 1 的 因子 . 有 时 也 称 为 正 
则 元 . 显然 ， 多 项 式 fs 4A[X] 是 可 道 的 (正则 的 ), 当 且 仅 当 degf =0, 并 且 f=fo 
是 4 中 的 可 逆 元 ， 因 为 fg 二 1 degf +degg= degl=0. 

我 们 称 元 素 je RR 被 元 素 a € ΓΕ (πὰ ὁ ἘΞ a 的 {Β38), 如 膝 存 在 元 素 ce Β, 
使 得 = ac ( 记 作 αἰ). 如 果 alb, bla 同时 成 立 ， 则 α 和 2b ΗΕ 相伴 元 . 这 时 ὁ = μα, 
其 中 wi. 根据 上 面 的 说 明 ， 多 项 式 f,g € ΑΙΧΙ 是 相伴 的 ， 当 且 仅 当 它 们 仅 相 老 Α 
中 的 一 个 可 诸 因 子 ， | 

元 素 pe ΒΕ ἄππίοἳ 既 约 元 ), 如 果 ρ 是 不 可 逆 的 ， 且 不 能 表 成 p = αὐ 的 
形式 ， 其 中 a,8 均 为 非 可 道 元 ， 因 为 域 P 中 的 每 一 个 非 零 元 都 是 可 六 的 ， 故 PP 中 
没有 素 元 ， 环 ΑΙΧΙ 中 的 素 元 叫 作 ΒΑ. 

我 们 列 出 在 一 个 整 环 RR 中 整除 性 的 下 述 基本 性 质 . 

1) 如 果 alb blc, ΛΙ alc. 事实 上 ， 我 们 有 5 = ab',c = bc ,其 中 b,c ΕΠ. 所 以 
c 一 (ap )c = a(b'e). 

9) 如 果 cla Β. clb, Β]ο](α-- ϐ). 事实 上 , 根据 条 件 ，a = σα, ὃ Ξ- οὗ τμ α’,δ' ε Α, 
由 分 配 律 得 到 a ὃ = ε(α’ -- δ’). 

3) 如 果 alb, 则 ajbe . 显然 6= αὖ' -» ὃς = (αὐ')ε = α(δ' ο). 

结合 2) 53 8), 我 们 有 

4) 如 果 元 素 δι, δο,:.- ,bm € ΒΕ 都 能 被 ας ΕΕΣ, 则 bcl 十 boca 十 … 十 pmcm 
也 能 被 a 整除 ， 其 中 c1,c2,'… ,Cm 是 已 中 的 任意 元 素 ， 
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定义 整 环 尽 叫 作 唯一 因子 分 解 环 , 若 尺 中 的 任意 元 素 a 关 0 可 表 成 下 述 
形式 : 


απ UPD1D2... Pr, (1) 


Αι πι ,, pi,p2,...， pr 是 素 元 (不必 两 两 不 等 ), 并 且 如 果 存 在 另 一 个 分 解 
a 二 V9q1q92...4s ; 则 7 二 5 ,适当 地 选取 pi 和 gj; 的 下 标 ， 有 


αι ---μ1Ῥι; ..-. ,dr = UrDr, 


其 中 Wi,...,Ur 是 可 北 元 . 

假设 在 等 式 (1) 中 允许 7 = 0, 我 们 约定 ， Ε 中 的 可 道 元 素 也 有 素 因 子 分 解 ， 
尽管 它 是 平凡 的 . 显然， 如 果 p 是 素 元 ， 久 是 可 道 元 ， 则 与 p 相伴 的 元 素 up 也 是 
素 元 . 在 环 也 中 有 可 道 元 1 和 -1, 7 中 的 序 (a < ϐ) 使 我 们 可 以 从 两 个 相伴 的 素 元 
士 D 中 选择 正 素 元 ρ. 在 环 ΡΙΧ] 中 ， 考 察 首 一 既 约 多 项 式 ( 见 52 最 后 的 注 记 ) 比较 
方便 ， 

下 述 的 一 般 论 断 成 立 . 

定理 1 设 玉 是 一 个 整 环 ， 其 中 的 每 一 个 元 素 都 有 素 因 子 分 解 . 则 尽 中 的 分 解 
是 唯一 的 ( 即 尽 是 唯一 因子 分 解 环 ), 当 且 仅 当 每 一 个 整除 ab (a,bE RR) 的 素 元 pER 
一 定 整 除 α 或 六 

证 明 设 有 R 是 唯一 因子 分 解 整 环 ， 朋 ab = pc. 如 果 


= [jo;, b= | 入， ε--]]οι 


分 别 是 a,b,c 到 素 因 子 的 分 解 ， 则 等 式 Παιχ Tb; = ρΠοι 意味 着 ， 元 素 p 相伴 于 
αι 或 bj; 之 一 ， 即 p 整除 a 或 5 

反之 : 条 件 plab -» pla 或 plb 意味 着 Ε 中 因子 分 解 的 唯一 性 ， 用 归纳 法 ， 假定 
在 Ε 中 所 有 满足 下 述 性 质 的 元 素 是 因子 分 解 唯一 的 ， 这 种 元 素 存 在 某 个 分 解 式 ， 式 
中 素 因 子 的 个 数 < n (精确 到 因子 的 排序 和 相伴 ). 现在 我 们 对 能 够 分 解 成 nn 十 1 个 
素 因 子 乘积 的 任意 元 素 a 头 0 进行 证 明 . 设 


十] mm 二 1 


α [τι 下” (2) 
i 二 1 j=1 


是 使 得 m > τι 的 两 个 分 解 式 .将 定理 的 条 件 应 用 于 p = pn+i， 得 到 pn+i 应 当 
是 ”rm+l 中 某 个 元 素 的 因子 . 不 失 一 般 性 (因为 可 对 元 素 重 新 标号 ), 我 们 认为 
Pn+1|rm+1 但 Τγι-Ε1 是 素 元 ， 所 以 mt 一 Upn+1); 其 中 vu 是 可 逆 元 . 用 Ε μ 
律 (54 Ξ δι 定理 1), 从 (2) 式 得 到 Π βιτ υ Π γη. 左边 是 n ΚΛΠ ΕΤΗ. 


据 归 纳 假设 ，m = 且 两 个 分 解 精确 到 素 因 子 的 次 序 以 及 可 逆 因 于 Π 
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例 1 考察 虚 二 次 域 Q(V-5) ( 见 81 第 5 段 的 例子 ) 中 的 整 环 R= {αγὺν--δ]α, ὃ 
<cZj}. 玉 中 任意 非 零 元 素 a = a 十 bv 一 5 的 范 数 Ν(α-- ὂν--5) = α’ 十 562 是 正 整数 . 
如 果 a 在 RR 中 是 可 逆 的 ， 则 (N(Q))” = N(a-!) ε Ζ, ΒΗ͂ΠΠ Νία) = 1. 这 仅 
当 b = 0,4 二 土 1 时 才能 发 生 ， 于 是 像 Z 中 一 样 ， R 中 的 可 逆 元 只 有 81. “πε 
Q = EQ102...07 Ἕθ.ες θἰ , Π Ν(α) = Νίαι)...Ν(α:) .因为 1 <N(ai)EN, 所 
以 对 于 给 定 的 a , 因子 的 个 数 7 是 有 界 的 . 于 是 RR 中 的 任意 元 素 都 有 素 因 子 分 解 . 

数 9( 不 仅 是 9) 有 两 个 不 同 的 紊 因子 分 解 


9=3.3= (2+V-5)(2— ν--). 


3 和 2 ν--ὅ 是 不 相伴 的 . 事实 上 ， N(3) = N(2 土 V-~5) = 9. 所 以 从 a=3 或 
2 土 V5 的 分 解 式 a = αιαο, 其 中 oi, Qa2 不 可 道 ， 得 到 9 = Ν(α) = Ν(αι)Ν(αρ), 
即 Ν(αι) = 3,i = 1,2, 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 方程 ασ” 十 5y* = 3 在 Z 中 无 解 . 这 就 证 
明了 元 素 3 和 2 土 V-5 是 素 元 . 

所 考察 的 例子 包含 了 关于 二 次 域 Q (Va) 在 萌芽 时 期 的 一 大 类 问题 ， 其 中 的 一 
部 分 直到 现在 还 没有 解决 . 这 些 问题 在 代数 数论 中 进行 研究 . 

在 利用 定理 1 建立 其 他 的 唯一 因子 分 解 环 之 前 ， 我 们 引入 一 些 辅助 概念 ， 它 们 
自身 亦 引 起 人 们 的 兴趣 . 

2. 环 中 的 最 大 公 因 (g.c.d.) 和 最 小 公 们 (1.c.m.) 设 Π 是 一 个 整 环 ， 两 个 元 素 
a,beE RR 的 最 大 公 因 记 作 g.c.d.(a,b) , 它 是 共有 如 下 两 条 性 质 的 元 素 de 已 : 

1) dla, dlb; 

ii) cla, clb --» cld. 

显然 ，d 的 任意 相伴 元 也 满足 性 质 让 让. 反之 : 如 果 c 和 d 是 元 素 a 5 ὑ ΗΒ 
两 个 最 大 公 因 ， 则 cld, dglc, 于 是 c 和 ἆ 是 相伴 元 . 记号 ρ.ο.ἀ.(α, ϐ) 用 于 任意 最 大 公 
因 ， 即 在 这 种 写法 中 ， 我 们 对 相伴 元 不 加 区 分 . 考虑 到 将 性 质 1) 1) 规定 为 最 大 公 因 
的 定义 ， 可 增加 下 述 结 论 : 

iii) g.c.d.(a,b) = α «5 αἰὖ; 

iv) g.c.d.(a,0) = αἱ 

ν) g.c.d.(ta,1b) = { g.c.d.(a, ὁ); 

νι) g.c.d.(g.c.d.(a,b8),c) = g.c.d.(a, Eg.c.d.(b, ο)). 

验证 它们 并 不 困难 ， 留 给 读者 作为 练习 ， 性质 νι) 使 得 我 们 可 以 将 最 大 公 因 的 
概念 推广 到 任意 有 限 个 元 素 上 .对 于 元 素 a,be R, 类 比 最 大 公 因 g.c.d.(a, δ), 可 以 引 
出 最 小 公 倍 1.ο1π.(α,ὑ) 的 概念 ， 它 是 由 下 述 两 条 性 质 (精确 到 相伴 ) 来 定义 的 : 

1} alm, bm 

1’) αἰς, blc Ξ» πι]ο. 

特别 地 ， 令 ο-- αὐ, 则 有 mlab. 

定理 2 设 整 环 Ε Ψἐὐ η} λ,ξ a,b 有 最 大 公 因 和 最 小 公 倍 ， 则 
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8) lc.m.(a,b) =0, 人 车 a 二 0 或 b=0. 

b)ja,bA0,m=1c.m.(a,b), Hab= ἅπι -» d=g.c.d.(a,b). 

证 明 论断 a) 可 由 lem.(0,b) 的 定义 直接 得 到 ， 为 了 证 明 论断 Ὁ), 我 们 需要 验 
证 由 等 式 ab = dm 定义 的 元 素 ἆ 满足 性 质 Ὁ, 19. 事实 上 上 ， Ἠ)ς m= ala,m = δ δ. 
于 是 αὖ = dm = ἆαα, 因为 R 是 整 环 ， 消 去 a 后 得 到 5 = ἆα’, 即 dj6 . 类似 地 ， 
ab 二 dm -- db'b -» a = ἀν' , ΒΗ dia, 我们 得 到 了 1). 

其 次 , 设 a= [α΄ ὃ -- fb 令 c= job 1ΧΗ ο -- αὐ” -- θα” 是 a 和 5 的 公 
倍 ， 根 据 性 质 1), 存在 σε ΕΕ, 使 c= cm 因而 fcm = fc= [α"” δ" = αὖ 二 dm, Β 
d= /6, 所 以 Γιά. 我 们 得 到 了 μ). 口 

ἜΝ 设 整 环 的 两 个 元 素 a,b 有 最 大 公 因 ， 如 果 ρ.ο.ἀ.(α,0) -- 1, 则 称 ap 是 互 
案 的 . 

从 性 质 1), 11). 1). 0) 或 定理 2 既 不 能 得 出 g.c.d.(a,b) 和 和 1.c.m.(a,b) 的 计算 方法 ， 
也 不 能 保证 它们 的 存在 性 ， 和 定理 2,b) 仅 建立 了 它们 之 间 的 一 个 关系 . 

现在 假定 R 是 唯一 因子 分 解 环 ， 用 Ῥ 表示 RR 中 素 元 的 一 个 集合 ,使 得 RR 中 任 
意 的 素 元 相伴 且 仅 相伴 于 P 中 的 一 个 元 素 . 考察 两 个 元 素 a,bE R 的 分 解 时 下 述 约 
定 有 时 很 方便 ， 即 认为 它们 的 因子 是 取 上 自 Ῥ 的 相同 元 素 ， 但 这 时 可 能 出 现 零 指 数 ， 
也 就 是 说 

a = αρ... pk, b= vp .Dir， (3) 
ull, οἱ, ki 之 0, 20; ρε ἱκιςτ. 


根据 定理 1, 得 到 下 述 便于 记忆 的 

整除 性 判别 法 设 是 唯一 因子 分 解 整 环 ，a,b 是 环 R 的 两 个 元 素 , 分 别 表示 
成 (3) 式 的 形式 . 

则 下 述 论 饭 成 羡 : 

1) alb 当日 仅 当 ki < ιν, ἱξ 1,2,.… ντ; 

2) g.c.d.(a,b) 三 D Dor 其 中 si = min{ki, bi}, ἐξ 1,2,.. ντ 

3) l.c.m.(a,b) = pt.… ptr ,其 中 二 max{ki,li}, i = 1,2,... ,7. 

这 样 si 需要 取 两 个 指数 上 ;,1; 中 最 小 的 ， 而 ἐι 取 最 大 的 . 特别 地 ， 元素 a,bE RR 
互 索 , 当 且 仅 当 出 现在 一 个 元 素 分 解 式 中 的 素 因 子 , 不 出 现在 另 一 个 元 素 的 分 
解 式 中 . 

这 个 整除 性 判别 法 的 缺陷 在 于 ， 得 到 形 如 (9) 的 分 解 式 实际 上 是 非常 困难 的 . 
即使 在 R= ZZ 的 情况 下 (此 处 不 预先 假定 Z 的 唯一 因子 分 解 性 ), 人 们 也 只 能 对 给 定 
整数 τι, 直接 挑选 所 有 小 于 τι 的 素数 这 一 方式 作 些 意义 不 大 的 改动 ， 下面 将 要 给 出 
在 一 类 环 中 计算 g.c.d. 和 1c.m. 的 有 效 方法 ， 这 是 令 人 愉快 的 ， 

3. 欧 几 里 得 环 的 唯一 因子 分 解 性 ”在 ZZ 和 PI[IX] 中 的 种 余 除法 ( 见 第 1 章 的 
39 第 3 段 和 82 第 3 Βὲ), 使 我 们 自然 地 想到 去 考察 一 类 整 环 Ε, 其 中 每 个 元 απο 
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对 应 于 一 个 非 负 整数 δία), 也 就 是 说 存在 一 个 映射 
δ: R\{0} = R* — NU {0}, 
满足 如 下 条 件 : 


El) 6(ab) 之 6(a) 对 任意 ΒΕ 的 元 素 a,b 关 0 成 立 ; 
Ε2) 任 取 a,bE€ R,b 关 0, 存在 φατε R(g "ἡ “Β᾽ Χ,, τνήθε “δ᾽ Λ)), 使 得 


4 一 0 十 ri 6(7) < 6(b) 或 r=0. (4) 


满足 这 一 性 质 的 整 环 R 叫 作 欧 几 里 得 环 (简称 欧 氏 环 ). 大 a EZ , 3 δία) = lal， 
Ἔα --α(Χ)ε PIX], 令 δία) = dega, 我 们 看 到 也 和 ΡΙΧ] 是 欧 氏 环 ， 

在 欧 氏 环 中 有 一 种 计算 ρ.ο.ἀ.(α, ϐ) 的 方法 ， 叫 作 轻 转 相 除 法 或 欧 几 里 得 算法 ， 
可 作 如 下 解释 . 设 给 定 欧 氏 环 R 中 的 非 零 元 素 a,b, 足够 多 (但 是 有 限 ) 次 地 运用 E2)， 
我 们 得 到 了 一 组 形 如 (4) 的 等 式 ， 最 后 一 个 式 子 的 余 元 素 为 零 : κ 


αξ αιῦ «τι, ὁ(τι) < 0(b), 
b = g271 十 72, 0(72) < oO(71), 
ΤΊ 一 0372 十 Τη, δίτα) -« 0(72), 


-.--.-----.-».-.-- (5) 


τε. 9 = ακτε. 1 τικ δίτκ) < δίτµ..1), 


Γκ-.1 = Gk+1Tk,) rk+1 Ξ 0. 


事实 上 ， 因 为 非 负 整数 的 严格 递减 数列 δ(0) > δίτι) > δίτο) > … 必然 中 断 ， 
而 中 断 点 仅 可 能 当 余 元 素 为 零 时 出 现 . 

我 们 断言 ， 最 后 一 个 非 零 余 元 素 τα 就 是 在 第 2 段 定义 的 元 素 a Ἠι ὁ 的 最 大 公 
因 . 事实 上 , 根据 条 件 ， kjrk-1. 在 等 式 组 (5) 中 自 下 而 上 ,并 运用 在 第 1 段 给 出 的 
关于 整除 的 性 质 (4), 得 到 一 系列 整除 关系 τετ rzlre ον". ,Tk|72,7k|71, 最 后 ， 
γκ]ὂ;τκ]α. 于 是 τε 是 元 素 wb 的 公 因 子 . ΠΣ, 设 c 是 a,b 的 任意 一 个 公 因 子 ， 则 
ο]τι, 现在 在 等 式 组 (5) 中 目 上 而 下 ， 得 到 了 一 系列 整除 关系 clrz,c|rs, ΓΤ ΤῸ crx. 由 
此 可 最 后 断定 ， g.c.d.(a,b) 存在 ， 且 等 于 τε: 


rk = 6.9.ἁ.ία, ϐ). (6) 


其 次 注意 到 ， 当 > 3 时 ， 等 式 组 (5) 中 的 每 一 个 余 元 素 τι 部 可 以 表示 成 系 
数 在 ΠΠ 中 的 前 两 个 余 元 素 τι ιτ 和 τι 的 线性 组 合 ， τι 可 以 通过 a 和 "表示 
τι Ξ α-- q1b, 而 72 通过 b 和 ri 表示 ， 它 仍然 是 a 和 的 线性 组 合 ， 顺 次 在 7; 中 用 
a,b 的 表达 式 置换 τι τν το, 我 们 得 到 i 二 上 时 的 表达 式 


ri 二 Qu+bv | (7) 
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其 中 元 双 u,v€ RR. 

比较 (6) 和 (τ) 并 注意 到 定理 2, Ὁ), 我 们 得 到 下 述 论断 . 

定理 3 在 欧 氏 环 届 中， 任意 两 个 元 素 a,b 都 有 最 大 公 因 和 最 小 公 倍 : 利用 网 
几 里 得 算法 ， 可 以 找到 元 素 4,v E BR, 使 得 


gc.d.(a,b) = αι + ὂυ. 
特别 地 ， 元 素 a,b 互 素 ， 当 且 仅 当 存 在 元 素 4,v EhR, 使 得 
αι ἠ- Όυ -- 1. 


推论 设 a,b,c 是 欧 民 环 民 中 的 元 素 . 

1) 如 果 g.c.d.(a,b0)=1 fg.c.d.(a,c)=1, Βὶ ρ.ο.4.(α, be)=1. 

ii) 如 来 albc Β. g.c.d.(a,b)=1 则 αἰς. 

11) ἀπ blc, alc, Hg.c.d.(b,c)=1, ἈῚ bcla. 

证 明 1) 根据 定理 3 有 等 式 QuU1l 十 δυι -- 1 au2 十 CU2 = Ι. 将 它们 的 左右 两 端 分 
别 相 乘 ， 我 们 得 到 αίαιι ο 二 θμουι 十 cu1vV2) 十 bc(vi1vV2) -- 1, 结论 得 证 . 

ii) 我 们 有 αι--ὂυ-- 1, ΜΠ ας: α-- (δο)υ-- ο. 但 be= aw, 所 以 c=alcu -- ων), 
Β[ αἰς. 

ο σα 


bla, cla -» l.c.m.(b, ο) ία -» bcla， 


这 是 因为 bc = g.c.d.(b ο) :1.c.m.(b, ο). 而 根据 条 件 ， g.c.d.(b ο) -- 1. 口 

读者 不 难 将 定理 3 推广 到 欧 氏 环 中 任意 有 限 多 个 元 素 的 情况 . 

证 明 欧 氏 环 的 唯一 因子 分 解 性 质 的 第 一 步 是 下 述 引 理 . 

5 引 理 欧 氏 环 民 是 有 因子 分 解 的 环 (ΐΡ ΒΨ ἐφ Λ,ξ απο 可 以 与 成 (1) 式 
的 形式 ). 

证 明 设 元 素 ce R 有 真 因子 b:a = be, 此 处 上 和 ec 都 不 是 可 道 元 (换言之 ， α 
ἯΙ ο 不 相伴 ). 我 们 来 证 明 5(b) < δία). 

事实 上 , 根据 E1) 直接 得 到 5(b) < δίδο) = 6(a). 假设 等 式 成 立 δ(8) = δία), 利用 
条 件 E2) 可 以 找到 g,r, 使 b= ga 十 7, 其 中 6(7) < δία) 或 7 ==0.r=0 的 情况 与 a 和 
b 不 相伴 矛盾 . 其 次 ， 因 为 c 不 是 可 道 元 ，1 一 gc 关 0. 再 次 根据 E1)( 将 a 换 成 5) 有 


δία) = δ(υ) < δίδ(1 -- ge)) = 6(b -- ga) = ὃ(τ) < δία), 
得 到 矛盾 .于 是 δ(0) < δία). 


现在 若 a = aiaa…:an， 其 中 所 有 的 ai 都 是 不 可 道 的 ， 则 am+iamf2…an 是 
1γιΏτγι--1 "Ωγ 的 真 因子 ， 根据 上 述 证 明 


δία) 一 0(Q1aa : αν) > δίας * On) »”...., δίαῃ) > δ(1). 
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这 个 严格 递减 非 负 整数 列 的 长 度 n < δία). 所 以 对 于 元 素 ae R, 有 一 个 长 度 最 大 的 
分 解 ， 它 就 是 a 的 素 因 子 分 解 . DO 

定理 4 每 一 个 欧 氏 环 都 是 唯一 因子 分 解 整 环 . 

证 明 利用 上 述 引 理 和 定理 1 给 出 的 唯一 因子 分 解 判别 准则 ， 我 们 只 需 证 明 ， 
如 果 ρ 是 环 尺 中 能 够 整除 乘积 bc 的 一 个 素 元 ， 其 中 心 ce Ε, 则 pz 或 2|c. 

事实 上 , 当 b= 0 或 c=0 时 , 无 需 证 明 . 如 果 be 关 0, 且 d=g.d.c.(b,p), 则 dd 是 
素 元 p 的 因子 ， 它 或 为 1( 准 确 地 说 ， 是 1 的 因子 ) 或 与 p 相伴 . 在 第 一 种 情况 下 ， 
b 和 p 是 互 素 的 ， 定 理 3 的 推论 i 表明 ρ|ο. 在 第 二 种 情况 下 ， d = up, u|1, 意味 着 
plo. 口 

推论 环 Z 和 PXI (P 是 任意 一 个 域 ) 是 唯一 因子 分 解 整 环 . 

证 明 直接 由 欧 氏 环 的 定义 ， 对 Z 和 P[X] 目 然 地 定义 具有 性 质 EF1),E2) Η1Ρ8 
数 ὁ, 再 运用 定理 4. . 

建议 对 ZZ 和 ΡΙΧΙ 因子 分 解 唯一 性 的 证 明 分 开 进行 ， 以 消除 在 这 一 问题 上 可 能 
出 现 的 任何 似是而非 的 观点 . 

多 元 多 项 式 环 已 Xi ,Xn],n > 1, 不 是 欧 氏 环 ， 它 的 唯一 因子 分 解 性 将 在 
[ΒΛΙΠ] 中 证 明 . 我 们 还 会 给 出 欧 氏 环 的 其 他 的 例子 . 

4. 婚约 多 项 式 ”再 次 强调 以 前 的 专用 定义 , 环 P[X|] 的 一 个 次 数 大 于 零 的 多 项 
式 f 叫 作 既 约 的 ， 如 果 f 不 被 任何 多 项 式 ge PIX|] 整除 ， 其 中 0 < degg < degff. 
特别 地 ， 所 有 的 一 次 多 项 式 都 是 既 约 的 . 显然 , 次 数 大 于 1 的 多 项 式 的 婚约 性 (或 它 
到 既 约 因子 的 分 解 ) 是 一 个 与 基 域 P 密切 相关 的 概念 ， 例 如 ， 我 们 已 经 知道 ， 根 据 
复数 的 构造 ， 多 项 式 X? +1= (X+ij(X 一 让 . 域 Q 上 的 多 项 式 Χ’ 1 4 是 可 约 的 ， 
尽管 不 易 猜 到 : | 


ΧΑ 4 -(Χ: 一 2X 二 2)(X2 1 2Χ 1-32). 


右边 的 两 个 多 项 式 不 仅 在 Q 上 ， 而 且 在 及 上 都 是 不 可 约 的 ， 但 在 C 上 是 可 约 的 . 

正如 素数 在 7 中 有 无 穷 多 个 一 样 ( 见 第 1 章 81), 任 意 域 上 的 首 一 既 约 多 项 么 也 
有 无 穷 多 个 . 

在 无 限 域 已 的 情况 下 , 这 是 显然 的 : 考察 形 如 Χ-- cceE 忆 的 既 约 多 项 式 即 可 . 

如 果 域 P 是 有 限 的 ， 应 用 欧 几 里 得 的 论证 . 设 我 们 已 经 找到 ΡΙΧΙ 中 的 全 部 τι 
个 首 一 婚约 多 项 式 ρι,:-: ,pn. 则 多 项 式 f= pi1p2… pn 十 1 至 少 有 一 个 首 一 素 因 子 ， 
这 是 因为 deg | > n. 将 它 记 作 pn+1. 它 与 pi1,… ,pn 都 不 相同 ， 否 则 者 存在 s < n， 
使 得 pnri = Ρε, 则 ps|(f 一 pi…pn), 即 ρο|1, 得 到 矛盾. 品 

由 于 有 限 域 上 指定 次 数 的 多 项 式 只 有 有 限 多 个 ， 我 们 得 到 下 述 有 用 的 结论. 

在 任意 有 限 域 上 ， 存 在 任意 高 次 的 婚约 多 项 式 . 

这 一 定性 的 论断 将 在 [ΒΑΤΠ] 中 精确 地 阐述 . 

πὶ Q 上 的 婚约 多 项 式 在 代数 数 域 理论 中 起 着 特殊 的 作用 . 因为 用 一 个 适当 的 目 
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然 数 去 乘 QIX] 中 的 多 项 式 总 可 以 得 到 Z[X] 中 的 多 项 式 ， 所 以 多 要 弄 清楚 9 上 多 
项 式 的 既 约 性 与 乙 上 多 项 式 既 约 性 之 闻 的 关系 . 因为 对 其 他 方面 的 应 用 也 感 兴趣 ， 
我 们 先 来 证 明 一 个 有 关 唯 一 因子 分 解 环 丸 上 的 多 项 式 的 一 般 论断 

多 项 式 {ζ-αο ΓαιΧ -''' Καπ” εΕΙΧΙ 的 所 有 系数 的 最 大 公 因 d = d(f) πὴ 
作 了 的 容 度 . 到 目前 为 止 ,我 们 只 讨论 了 两 个 元 素 的 最 大 公 因 g.c.d.(a,5), 但 最 大 公 
国 的 性 质 i) 一 vi) 允许 我 们 将 这 一 概念 推广 到 整 环 中 的 任意 有 限 多 个 元 絮 上 去 . 

如 果 d(f) 是 RR 中 的 可 道 元 ， 则 多 项 式 了 叫 作 本 原 多 项 式 . 

高 斯 引 理 设 忆 是 一 个 唯一 因子 分 解 环 ，f,g < RIX]. πὶ 


d(fg) 5: d(f): dlg) 
(其 中 - 指 精确 到 相伴 是 相等 的 ). 特别 地 ， 任 意 两 个 本 原 多 项 式 的 来 积 仍 然 是 本 原 
多 项 式 ， 
证 明 从 后 一 个 断言 开始 证 明 . 假设 


一 ao 十 0 大 十 .十 anXn 0 一 b0 十 了 和 十 :十 BT 


是 RIX] 中 的 两 个 本 原 多 项 式 ， 而 乘积 fg 不 是 本 原 的 ， 于 是 存在 素 元 ρε, 能够 
除 尽 d(fg). 选择 最 小 的 下 标 5,1, 使 得 ptas,p+bz. 这 样 的 下 标 可 以 找到 ， 因 为 了 和 
9 都 是 本 原 的 . 和" 在 fg 中 的 系数 是 


ορ = Qsbt t+ (Qstibti1+ αεγοῦι-ο + )+T (Qibttit+ Gs οὔο + ). 
根据 假设 条 件 ， us; 和 b._; 当 i > 0 时 被 p 整除 ， 且 中 cs+e 我 们 有 关系 式 
pu 一 αρῦι + pv， 
所 以 ρ|α.δι. 由 RR 的 唯一 因子 分 解 性 得 到 plas 或 ρ]ὸι ,引出 矛盾 ， 这 就 证 明了 我 们 
的 论断 . 
进入 一 般 情 况 ， 将 任意 多 项 式 [ας ΕΙΧΙ 写成 形式 


了 一 a(f }fo, ϱ 一 QU9)90， 


其 中 fo, go 是 本 原 多 项 式 . 因为 fg = d(f)d(g):fogo, 而 且 我 们 已 经 证 明了 ἄ(/οφο) 55 1, 
故 dfg) 5: ad(f )d(g). 
推论 设 多 项 式 [ει]. ,车 了 在 忆 上 是 既 约 的 ， 则 在 QQ 上 也 是 既 约 的 . 

证 明 根据 定理 4 的 推论 ， 马 是 唯一 因子 分 解 整 环 ， 所 以 可 以 对 ΖΙΧ] 应 用 高 
斯 引 理 . 假定 f = gh, 其 中 ΓΕΖΙΧ], ΠΠ 9,h ΕεΏΪΧ]. ᾿ΕΝ ΠΗ3Ε ο ΠΗ Τι {ἢ 
所 有 系数 的 分 母 的 最 小 公 倍 ， 等 式 变 为 af = bgoho, 其 中 a,beZ, 而 σο, ο Ξε Ζ, |: 
的 本 原 多 项 式 . 根据 高 斯 引 理 ，a.d( 站 = & 不 失 一 般 性 ， 可 以 在 等 式 中 代 之 以 相伴 
元 ), 于 是 得 到 了 Ζ 上 的 因 式 分 解 f = d(f)goho, - f 在 ZIX] 中 的 既 约 性 矛盾 τ 
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艾 森 斯 坦 既 约 性 判别 法 设 
f(X)= XH+aX"™ + 二 Qn_1XX+an 


是 马上 的 首 一 多 项 式 ， 如 果 所 有 的 系数 ai,…… ,an 都 能 够 被 某 个 素数 pp 整除 ， 但 an 
不 能 被 p? 整除 ， 则 |(Χ) 在 Q@ 上 是 既 约 的 . 

证 明 假设 f(X) 在 @ 上 可 约 ， 利 用 高 斯 引 理 ， 可 以 将 f(X) 写成 Z 上 两 个 首 
一 多 项 式 的 乘积 


f(X)= (Xs 十 有 1Xs Τον bX οι +...+c),s,t>0. 


这 个 分 解 式 在 Zp [X] 中 仍然 成 立 , 它 由 整 系数 多 项 式 对 系数 取 模 p 的 剩余 类 得 到 . 
根据 条 件 αι = 0, 其 中 吉 是 整数 αι 模 p 的 剩余 类 . 但 Z, [X] 是 唯一 因子 分 解 环 (πὲ 
理 4 的 推论 ). 比较 两 个 分 解 式 : 


Χ’Χ'--(Χ’ +hX + (XX 4-...)ν 84-45, 


我 们 得 到 结论 δι = Ὁ = ες, 即 所 有 的 系数 bi, ο, 都 可 以 被 p 整除 ， 在 这 种 情况 下 ， 
απ = Όροι 被 ρ΄ Ἐξ βῆ, 113, 区 和 森 斯 坦 判别 法 得 证 . [7 

注意 “ 当 首 项 系数 不 等 于 1 但 与 p 互 素 时 ， 判 别 法 仍然 可 用 . 

例 2 任 取 素数 p, 多 项 式 Ι(Χ)- X? «Χρ. ΕΧΕΙ ΕΕ 
约 的 . 

只 要 注意 到 f(X) 的 既 约 性 等 价 于 多 项 陈 


_ 十] 一 1 χι ρ-2 ，... p λ Ῥ 
κ δα ενος κο 


ρ-1 


的 既 约 性 ， 后 者 除 首 项 系数 外 ， 所 有 的 系数 均 可 被 p {ΠΕΣ (二 项 系数 的 性 
质 ， 见 第 4 章 δ9 习题 ϐ), 对 这 个 多 项 式 应 用 艾 征 斯 坦 判 别 法 . 


习 是 
Ι, 证 明 | 
πᾷ -- πι -- Ζι: ρ.ο.ἁ. (τι, πι), 
τιΖ, Ω πιῶ -- 7" 1.ς.τη.(τι, τη). 


2.18 [199 κ ΖΧ] δ ἡ ᾱ-- 21, πε ΕΑ g.c.d.( 六 9g) = Γω-γρυτἩ, ΚΡ μυ εΖΙΧ], 
可 以 使 得 deg u < deg 9,degv < deg [. 

3. 环 忆 [|V 一 3| 和 Ζω[Χ| 是 唯一 因子 分 解 环 吗 ? 

4. Ἀδκπς]οη, ΖΧ] 中 的 多 项 式 下 ”一 工分 解 成 素 因 式 的 乘积 . 

5. 证 明 齐 次 多 项 式 


ΙΧ,Υ} = a0X" +aoX" 了 十 … 十 an-iXY" +anY” € QLX,Y] 
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的 既 约 因 式 也 是 齐 次 的 ， 并 且 |(Χ,Υ) 是 既 约 的 ， 当 且 仅 当 (XX,1) ΞαοχΧ" ΓαιΧτ 十 …: 十 
an -1 有 十 anEQIXI 十 既 约 的 . 


6. 设 已 是 一 个 域 ， F(X) 二 》 aiX' 是 Ρ[Χ] γή Αα ( 见 52 习题 5)， 条 件 
{20 
ao 关 0, ΑΦ ω([) 二 0, ΕΒΕ αεΕΡΙ[Χ],, 使 得 fg = 1 的 充分 必要 条 件 ， 例 如， 
(1 于 ) "= »,Χ' . 精确 到 相伴 ， ΧΈΡΠΧ] 中 唯一 的 素 元 ， 环 Ρ[ΙΧ} ΣΤΕ ΗΤΤΑ 
150 
环 ， 证 明 这 三 个 论断 . 
7. 证 明 det(Xiy) - ». srzr1 Ὅππ)ιη 是 7 个 变 元 αι; 的 n 次 齐 次 既 约 多 项 式 . 
πε στι 


提示 : ”假定 情况 相反 ， 令 
det (zi;) = gi(:- . , Tijy :192 人 。 ήν" ). 


因为 det(zij) 是 变 元 取 自 某 个 固定 列 的 线性 齐 次 多 项 式 ， 因 而 因 式 gi1,92 之 一 是 χι; 的 线性 芥 次 
多 项 式 ， 其 中 Ιςκίκητ 是 国定 的 ， 同 时 另 一 个 因子 不 依赖 于 这 些 Zij,1 ςίς τπτ. 当 把 列 换 成 
行 时 ， 类 似 的 结论 仍然 成 主 ， 现 在 设 X11 出 现在 οι Ῥ. 则 g2 69 σι), 1} Κι, 从 而 σο 
不 包含 有 Xij,l1l ς 1 «τι, 即 92 是 一 个 常数 . | | 
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1. 整 环 的 分 式 域 的 构造 ”在 前 面 两 节 中 建立 了 ZZ 和 ΡΙΧ| 许多 共有 的 性 质 . 
我 们 的 下 一 个 目标 是 将 PIX] 髓 入 到 一 个 域 中 ， 并 且 只 需 最 简便 方法 做 到 这 后 ， 就 
像 将 也 嵌入 到 0 中 一 样 ， 事实 上 ， 对 任何 整 环 4 解决 这 样 的 问题 都 不 复杂 . 

考察 所 有 的 元 素 对 (a,b),a,b Ε A,b 关 0 组 成 的 集合 Αχ Α"(Α" = ΑΝ {0}). 我 
们 将 这 一 集合 划分 为 类 ， 两 个 元 素 对 (α, ὁ) 和 (c,q) 在 同一 类 中 ,， 知 ad = bc, 记 作 : 
ία, ϱ) (ία, d). 显然 (a,0) ~ (a,b) 永远 成 立 ， 其 次 ία, Ὁ) » (ο, ὦ) «5 (ο, ἆ) ~ ία, ϐ), 最 
后 (α, ὁ) ~ (c,d), (c,d) ~ (e, 了 ) -» (a,b) ~ (ο, [). 事实 上 ， 由 等 式 ad = ὃς, ο) = de 得 
到 adf = bcf = bde, 即 d(af -- ὂε) =0. 但 d 关 0, 根 据 环 4 的 整 性 ， 得 到 af = be, 即 
(α, ὁ) -- (e, ῃ]. 于 是 ， 关 系 ~ 是 反映 、 对 称 、 传 递 的 ， 也 就 是 说 ( 见 第 1 章 66), 它 是 
一 个 定义 于 集合 A x 4* 上 的 等 价 关 系 ， 从 而 把 A x Α” 划分 成 不 相交 的 类 . 

设 Q(4) 是 所 有 等 价 类 的 集合 ,或 Ω(Α) 是 集合 4 x 4* 关于 等 价 关系 的 商 集 
ΑΧ 4A*/ ~~. 用 符号 τα, δ] 表示 有 序 对 (a,b) 所 在 的 类 . 根据 定义 


[la,b| = |ο, α] ad= be (1) 
如 果 在 集合 4 x 4* 上 用 下 述 公 式 给 出 加 法 和 乘法 运算 
ία, ὃ) + (ο, ἆ) = (ad + be,bd), (α, ὂ)(ο, ἆ) = (ας, bd) 


(因为 在 A4 中 ， 从 5 关 0,4d 关 0 可 以 推出 bd 关 0, 这样 做 是 有 意义 的 ), 这 些 二 元 运算 也 
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可 以 转移 到 Ω(Α) 上 .事实 上 ， 我们 需要 指出 ， 


(α΄ θ) -.(α.δ)- | (α, ὃ) + (cd) ~ (α΄, δ') + (c,d), 
(a,b)(c,d) ~ (α’, δ')(ε, d). 
这 件 事 可 表达 为 关系 式 
(ad + bce)b'd = (α ἆ + b'c)bd, 
ac:bd=ac.bd 


的 正确 性 ， 后 者 从 条 件 a'b = ay 直接 得 到 如果 οὗ = σα, 则 将 (ο ἀ) 换 成 (ο, ἆ) 
时 ， 类 似 的 结果 成 立 ， 我 们 断言 ， &(4) 上 的 加 法 与 乘法 运算 不 依赖 于 等 价 类 中 代 
表 元 的 选取 ， 于 是 我 们 有 


[a,b] + [ο, α] = [ad + ὃς, δα], ία, ὀ]]ο, ἆ] = [ac, δα]. (2) 


此 处 本 应 记 作 比 如 [α, ὑ) Θ [ο, α] 和 [α, δ] © [c,dl, 但 @ 和 © 仍 采 用 通常 的 加 法 和 乘法 
记 写 时 ， 并 未 失去 表述 的 清晰 性 . 
现在 我 们 来 证 明 在 (2) 定义 的 运算 下 ， Ω(Α) 是 一 个 域 ， 首先 ， 关 系 式 


ία, ὁ] + (le, α] + le, f]) = la, ὃ + [ο] + de, ἀ] = [adf + bcf + bde, bdf], 
(ία, ὃ] + [c,dl) + [ε, }] -- [ad + ὃς, δα] + [ε, [] = [adf + δε} + bde, δά[] 


保证 了 加 法 运算 的 结合 律 . 乘法 满足 结合 律 是 显然 的 .其 次 ， 关 系 式 


([α, δ] + [ο, α]) : [ε, Γ] = [ade + bce, baf|, 
ία, blle, ΓΙ + [c, djle, |] = [ladef + beef, bf df| = [(ade + bce)f, (δ4β) {] 


和 等 价 类 相等 的 条 件 (1) 表明 ， 分 配 律 成 立 . 

加 法 和 乘法 交换 律 的 验证 不 难 . 加 法 的 零 元 是 类 [0, 1], (10, 1] 1- [α, δ] -- [α, δ]), 而 
来 法 的 单位 元 是 类 [1,1]. ΜΚ, --[α, ὁ] -- [--α, δ], 因为 ία, δ] -- [--α, δ] = [0, δ7] = [0, 1]. 
上 述 所 有 的 条 件 表 明 ，Q@(4) 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 ， 如 果 [α, δ] σὲ [0,1], 则 在 4 
ή αξ 0, “κ |9, αἱ ε Ω(Α), Η. ία, δ]: δ, αἱ = [1,1], Ἐ 133 [α,δ] [0,1] 时， 其 乘法 道 
元 为 [b,a]. 从 而 Ω(Α) 是 一 个 域 . 

定义 一 个 映射 f: 4 一 @(4),a 品 [a, 串 , 则 了 是 一 个 环 的 单 同 态 (事实 上 f(a+b) = 
f(a) + f(b), flab) = fla)f(b); a b= fla) {{0)) . 任 取 元 素 z= ία, 0) ε Ω(Α), 38 
们 有 

lb, 1]x = [α, 1], 

于 是 z 是 f(4) 中 元 素 的 “ 比 ”f(a)/f(b) . 由 于 这 个 原因 ，Q@(4) 叫 作 环 4 的 分 
式 域 . 
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为 方便 起 见 ， 我 们 将 元 素 ας 4 与 它 的 像 f(a) = [α,1] ε Ω(Α) 等 同 起 来 ， 即 将 
4 与 f(4) 等 同 起 来 . 于 是 可 以 把 每 一 个 元 素 lo € Ω(Α) 换 成 we Α, 保留 域 Ω(Α) 
中 所 有 其 他 的 元 素 不 变 ， 比 如 在 公式 (2) 中 发 生 如 下 改变 : 


α -- [ὂ, εἰ -- (ας -- ὂ, εἰ, αἰδ, αἱ = lab, εἰ. 


归根 到 底 ， 整 环 4 从 一 开始 就 是 与 &(4) 同 构 并 能 体现 出 Ω(Α) 这 一 符号 的 通 销 意 
义 的 某 个 域 的 子 环 ， 经 过 这 样 的 恒 同 之 后 ， 我 们 就 可 以 合理 地 称 元 素 [α, δὶ 为 分 式 ， 
并 按照 习惯 简 记 作 下 述 形式 
-- 
不 难 想 到 ， 类 ία, ὁ) 的 运算 法 则 与 域 中 分 式 的 运算 法 则 ( 见 第 4 章 83 第 4 段 中 的 (8) 
式 ) 是 一 致 的 ， 我 们 证 明了 

定理 1 对 于 任意 一 个 整 环 4, 存在 一 个 分 式 域 Ο(Α), 它 的 元 素 形 如 a/b, αε 
A,0 关 be h. 运算 由 法 则 (1) (9) 给 出 ， 其 中 [a,b| = a/b. 口 

分 式 域 的 构造 在 数学 中 经 常 使 用 , 域 Q 是 环 Z 的 分 式 域 Ω(Ζ) 表明 ， 这 是 一 个 
很 自然 的 想法 . 易 见 ， 当 4 是 域 时 ， ΟΩ(Α)Ξ 4 (验证 这 一 点). 

注 记 可 以 证 明 ， 若 整 环 4 是 域 P 的 一 个 子 环 ， 且 每 个 元 素 ze P 能 够 写成 
比 的 形式 a/b, 其 中 元 素 a € A,0 关 be Ah, ΜΙ Ρ 5 Ο(Α) .例如 Q@(Va) = 8Q(ZIVd)). 

2. 有 理 函 数 域 ” 设 已 是 一 个 域 ， PXI 是 P 上 的 多 项 式 环 ，P[X] 的 分 式 域 
记 作 P(X) (用 圆 括号 代替 方 括 导 ), 叶 作 变 元 XX 的 系数 在 Ρ 中 的 有 理 函 数 域 . 

注意 到 有 理 函 数 域 Ρ(Χ) 永远 包含 无 限 多 个 元 素 ， 它 的 特征 与 域 Ρ 的 特征 一 
致 ， 域 Fo(X) 提供 了 一 个 特征 为 p > 0 的 无 限 域 的 例子 . 

πὲ Ρ(Χ) 中 的 每 一 个 有 理 函 数 都 可 以 写成 (并 且 以 多 种 方式 写成 )f/g 的 形式 
(或 Σ 如 果 不 打算 节省 篇 幅 ), 其 中 f,g 是 环 PIX] 中 的 多 项 式 ，g 0. 根据 定义 ， 
1/9 -- Ει/9ι «» αι = 六 9 .自然 地 称 [ 为 有 理 函 数 [/9 的 分 子 , 而 称 9 为 分母 . 当 分 
子 分 母 同 乘 以 同一 个 非 零 多 项 式 或 消去 同一 个 公 因 式 时 ,有 理 函 数 不 变 . 特别 地 , 整 
数 ( 正 , 零 或 负 ) degj 一 deg9 不 依赖 于 非 零 有 理 函 数 f/g 写成 两 个 多 项 式 上 和 9 的 比 
时 代表 元 的 选择 . 这 个 数 叫 作 有 理 函 数 的 次 数 . 变 元 X 的 一 个 有 理 函 数 称 为 ΒΑ 
式 , 如 果 它 的 分 子 与 分 母 孔 素 . 精确 到 P 中 元 素 的 分 子 与 分 母 的 公 因 的 乘积 , 任意 有 
理 函 数 可 唯一 地 表 成 婚约 分 式 . 事实 上 ,用 ρ.ο.ἆ.(1, 9) 去 除 f 和 ο, 就 得 到 一 个 既 约 
分 式 ， 如 果 两 个 婚约 分 式 f/g = Γι/ηι, 则 79ι = Γιο, 给 出 了 = cfi,g = cgi,c EP( 利 
用 33 定理 4 的 推论 ). 

如 果 deg(f/g) = deg | 一 degg <0, 则 (婚约) 分 式 f/g 叫 作 真 分 式 ( 零 多 项 式 也 
可 看 作 是 真 分 式 ， 因 为 我 们 约定 deg0 = --οο). 

定理 2 P(X) 中 的 每 一 个 有 理 蝇 数 都 可 以 唯一 地 表 成 一 个 多 项 式 与 一 个 真 分 
式 的 和 . 


to 


84 分 τὸ 域 175 ， 


证 明 对 有 理 函数 f/g 的 分 子 和 分 母 使 用 带 余 除法 ， 给 出 等 式 f = gg + 其 


中 deg7 < degg， 现 在 f/9 = gq 十 7/g9 是 所 求 的 写法 ， 如 果 还 有 其 他 写法 f/g = 
ᾳ ἠ-Τ/η (9,7,5 € PIX), deg7 < deg5), ΜΙ 


因为 595 一 gq € P[Xj, 而 
deg (2 ) ~ deg(rg --Το) 一 degg 一 deg7< 0， 


故 这 种 情况 仅 当 5-qg=0 且 /9 =7F/7 时 才 有 可 能 发 生 . Γ 
注 记 所 有 真 分 式 的 集合 Po(X) 连同 P(X) 中 的 加 法 和 乘法 运算 构成 一 个 没有 
单位 元 的 环 . 
事实 上 ， 设 {1/6ι, 2/0 Ε Po(X) ,因为 


deg f1f2 = deg Γι 1- deg f2 < deg gi + degg2 = deg σιθο, 


(1) (5) - 44 «καν 
σι 02 6ι02 


其 次 ， 

Π.Ι _ fig2 + f291 < P(X), 

gi 02 6160 
因为 每 一 项 [ιο 和 fzgi 的 次 数 严 格 小 于 分 母 9192 的 次数 ， 我 们 在 定理 2 前 的 约定 
使 得 0€ P(X), 但 同时 1 6 ΡΙ(Χ). . 


到 目前 为 止 ， 我 们 总 是 着 重 于 考虑 环 乙 和 ΡΙΧΙ 相似 到 什么 程度 . 当 转 入 
它们 的 分 式 域 时 ， 情况 发 生 了 本 质 的 变化 : 与 Ρ(Χ) ΛΗ, Ὁ 中 的 真 分 数 不 
构成 环 ， 例 如 ， 


3. 最 简 分 式 ”一 个 真 分 式 f/g e P(X) 叫 作 最 简 的 , 如 果 9 = p”,n 21, 其 中 

二 p(X) 是 一 个 既 约 多 项 式 ， 并 且 deg | < deg2. 

关于 有 理 函 数 的 基本 定理 是 

定理 3 每 一 个 真 分 式 都 可 以 唯一 地 表示 成 最 简 分 式 的 和 . 

证 明 设 f/g € P(X) 是 给 定 的 真 分 式 ， 不 失 一 般 性 ， 可 以 认为 多 项 式 9 是 首 
一 的 (如 采 入 关 0 是 g 的 和 项 系数 ， 则 f/g 等 于 分 式 和 'f/ 和 -1g ). 下 面 的 讨论 分 成 
右 干 步 又. 

步骤 1 令 9=992 是 两 个 互 素 的 首 一 多 项 式 之 积 ， 风 

.. -- Γι 十 ΠΕΙ (3) 
9192 σι 902 
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右边 的 两 个 分 式 是 真 分 式 ， 并 且 写 法 是 唯一 的 . 事实 上 ， 从 οι, 互 素 得 到 (89 定理 
3),1 = 4191 十 U292 αι 2 E ΡΙΧ]. 用 了 去 滋 等 式 的 两 端 ， 我 们 有 f = jui9l + fu2g2. 
如 果 fuz = φϑι 十 万 , deg Γι < deggl( 用 9 去 除 fua 的 带 余 除法 ), 则 f= f192 十 f291， 
其 中 户 = ful 十 q92. 用 g192 去 除 等 式 的 两 边 ， 即 考察 以 g192 为 分 母 的 分 式 ， 我 们 
得 到 了 所 需 的 表达 式 (9), ΝΕΑ, 有 /9g1 ε Po(X)( 真 分 式 的 集合 ), 并 由 第 2 段 最 
后 的 注 记 户 /g = [/ᾳ-- Γι/ηιε P(X). 

现在 设 f/g = Ἡ/9ι}- 14/92 是 与 (3) 式 同 样 类 型 的 真 分 式 的 和 . 则 由 等 式 Γι/σι 
f2/92 = fi/91 + [2/69 得 到 


(fi— fi)g2 = (42 — fo)g. 
(fi—fi)g2 Ἐξ 61 整除 ， 而 οι 与 φ2 Ἢ ΞΕ, ΡΤΙ 万 一 万 被 οι 整除 但 deg(f1—fi) < deg 91， 


故 {ι-- 了 =0. 表达 式 (3) 是 唯一 的 . 
«πο 设 在 真 分 式 f/g 中 ， 对 于 ( 首 一 的 ) 分 母 9 有 标准 分 解 


Τι 


J 二 pi' Ρο” "Pm, (4) 
其 中 ρι(Χ),ρο(Χ),::: ,pm(X) 是 PP 上 两 两 不 同 的 首 一 既 约 多 项 式 . 则 存在 唯一 确定 
的 表达 式 Ν 
/ γ᾽ fi/p; 
9 1 一 1 


其 中 [ερ 是 真 分 式 (这 个 分 式 也 叫 作 ΠΕΡΑ). 
我 们 的 论断 容易 根据 步 又 1 对 m 作 归 纳 得 到 : 


-天 = πε(δεεοτε δε). 
pi 


g ρῃ πα ρε 22 pm 
因为 [ι ἯΙ fo 是 唯一 确定 的 ， 由 归纳 假设 ，f2,… , πι 也 是 唯一 确定 的 . 


步骤 3 所 有 的 真 准 絮 分 式 αρ” 都 可 以 唯一 地 表示 成 最 简 分 式 的 和 . 
事实 上 ， 根 据 条 件 ， deg a < ndegp, 欧 几 里 得 之 余 除 法 给 出 了 一 系列 的 等 式 


α-- αιρ-᾽ Ἔτι, ἀερτι < (τι--1)ά6ρρ, 

ΓΙ = φρ" 十 roydegrz «(τι -- 2) ἀθρρ, 

Γηι--2 一 π-- 10 十 Tn—1) deg Tn—1l1 < deg », 
Tn—1 一 dn， 


其 中 deg qi; < degp 对 所 有 唯一 确定 的 q1,:… ,gn 成 立 ， 我 们 看 到 


a = αρ 二 gop 十 … 十 qn_1p 十 qn; 
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因而 


因为 deg q; < degp, 分 式 qi/p' 是 最 简 的 ， 根据 构造 ， 它 们 是 唯一 确定 的 (类 似 于 将 
整数 分 解 为 2 进 小 数 ， 或 类 似 于 十 进 小 数 ). 

ῬΑ 将 1~3 的 结论 综合 到 一 起 ， 定 理 得 证 . Γ 

从 定理 3 的 证 明 可 见 ， 如 果 f/g 是 真 分 式 ， 那 么 由 g 的 标准 分 解 (4) 给 出 最 简 
分 式 的 分 母 是 pp 和 DT D0m ΤΙ." Dm. 

最 简 分 式 本 身 对 于 代数 不 是 迫切 需要 的 (即使 给 出 环 的 新 例子 ), 但 在 分 析 中 地 
位 重要 . 这 是 由 域 C 和 到 上 既 约 多 项 式 的 特殊 形状 决定 的 ,关于 这 一 点 将 在 第 6 章 
中 详细 讨论 . 


3) 题 


1. 构造 系数 取 自 实数 域 及 上 单 变 元 ΧΑ ἘΠΕ 取 [[X]] 的 分 式 域 Β((Χ)). 根据 83 
习题 6 证 明 ， Β((Χ)) 中 的 元 素 形 如 Ἢ 


p(X) 一 α πιΧ ο 十 α. miiX ΠΤΙ 十 .十 a_1X-! 
十 ao 十 Qi 大 十 ao2X2 ---.- ναι Ελ. 


其 中 允许 出 现 有 限 多 个 抽 指 数 & . 换言之， p(X) - Χ-[(Χ), 其 中 {(Χ) 是 取 自 ΚΠΧ|! 的 通常 
的 笑 级 数 . 
2. 设 无 限 实数 序列 ao,al,az,…:: 从 某 项 开始 是 周期 的 . 证 明 需 级 数 {(Χ) -- ao 十 a1X 十 
Q2X 十 …， 可 以 写成 Ἀ(Χ) 中 的 有 理 函 数 . 
3. 证 明 形 如 f/p",n 之 1, 的 最 简 分 式 及 其 线性 组 合 的 集合 是 环 Ρο(Χ) 的 一 个 子 环 ( 见 第 2 
段 最 后 的 注 记 ). 
4. 令 Ρ- 7ᾳ, 根据 习题 3, 证 明 最 简 分 式 
αι Ἀ 十 D azX+b2 
区 4 十 1 (Χ2.1}2 


组 成 一 个 环 ἢ, 带 有 无 穷 降 链 


十 …， αι, bi Ε Ζα 


R= Πι Πο) ΗΝ τν) 


其 中 子 环 RN 由 分 式 (αΧ 1 δ)/(Χ' 4-1, πΠὸΝ, 1Ἐ ἈΚ. 


@ 这 种 情况 下 ， 称 之 为 亚 纯 拜 级 数 . 一 一 评 者 往 . 


多 项 式 的 根 


过 去 代数 学 研究 的 主要 目的 是 求 多 项 式 的 根 ， 这 一 领域 在 现代 代数 学 中 不 再 占 
据 主 导 地 位 ， 但 它 的 重要 性 仍然 是 姐 良 置疑 的 ， 事 实 上 ， 许 多 数学 问题 最 终 都 归结 
为 计算 某 些 具体 多 项 式 的 根 ， 或 归 绪 为 对 根 的 总 体 性 质 的 描述 ， 我 们 在 这 一 章 中 仅 
涉及 根 的 最 简单 的 性 质 ， 但 这 些 性 质 已 足够 显示 出 复数 域 的 特殊 地 位 . 


δι 根 的 一 般 性 质 


1. 根 和 线性 因子 ” 设 4 是 一 个 有 单位 元 的 交换 环 ， 并 且 它 包含 在 整 环 ΕΠ. 

定义 ”元素 cE R 叫 作 多 项 式 f € ΑἰΧ] 的 根 ( 或 零点 ), 耕 f(c) = 0. 也 称 c 是 
方程 f(X) = 0 的 根 . | 

我 们 必需 考察 真 包含 有 4 的 环 ， 理 由 很 清楚 ， 例 如 回忆 多 项 式 f(X) = X2+1 
在 到 中 没有 根 ， 但 在 C = ΚΙ 中 有 根 . 不 过 我 们 首先 考察 R = 4 的 情况 . 

定理 1( ΠΗ (Bezout) 定理 ) 元 素 cE 4 是 多 项 式 fe 4[X] 的 根 ， 当 且 仅 当 
X 一 ce 在 环 4[X] 中 整除 

证 明 这 个 定理 是 我 们 以 前 证 明 过 的 一 个 一 般 论 断 的 特例 . 由 带 余 除法 (第 5 章 
59 定理 5) ΠΠ, 1(Χ) --(Χ --ο)α(Χ) --τ(ΧἉ), 其 中 deg τ(ΧῚ < deg(X --ο) --ι. 于 
是 τ(Χ) 是 常数 ， 用 c 代办 X( 即 运用 第 5 章 52 定理 2 ΗΝ Βή Πο), 得 到 f(c) = τ, 
于 是 


Γ(Χ)Ξ(Χ — oa(X)+ fo) (1) 
特别 地 ， (95-05 Τσ -{Χ-9α(Χ). . 


用 线性 多 项 式 X 一 c 去 除 一 个 系数 在 整 环 4 中 的 多 项 式 f(X) ΚΗ} ποῦ 
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综合 除法 ) 比较 方便 ， 它 比 带 余 除 法 简单 . 设 


{(Χ) = aoX" 十 alXm 十 十 on， αι Ε A. 


根据 公式 (1) 
ο(Χ) = bo0X"™ + bX ?++bn_1, beh. 


现在 将 (1) 中 的 f(X) 和 α(Χ) 换 成 上 述 表 达 式 ， 比 较 Χ 的 相同 方 笑 的 系数 (从 
首 项 开始 ), 稍 作 调整 得 到 


bo=o0 | | be=beictar | | ὅπ-ι ὑν 2ο σπα | 7 三 各 -lc+ | (2) 


结果 我 们 也 算出 了 了 在 XX =c 时 的 值 ， 建 立 在 综合 除法 上 的 递 推 公式 (2) 在 实际 计 
算 中 使 用 方便 . 

从 定理 1 的 观点 来 看 ， 目 然 引 出 了 下 述 更 一 般 的 

定义 ”元 素 ce 4 叫 作 多 项 式 fe 4[X] 的 上 重 根 (或 上 重 堆 点), 行 了 被 (和 一 oj 
整除 ， 但 不 被 (Χ- ο 整除， 1 重 根 叫 作 单 根 ( 相 应 地 大 =2 和 上 = 3 时 分 别 叫 
作 二 重 根 和 三 量 根 ). 

于 是 ce h 是 多 项 式 }εαΑΙΧ] 的 有 重 根 ， 当 且 仅 当 f(X) = (X 一 c)*g(X), 其 
中 g.c.d.(X 一 c,g(X)) = 1. 根据 公式 (1), 后 一 条 件 亦 可 表示 成 不 等 式 g(c) σ 0. 其 
次 ， 注 意 到 第 5 章 52 定理 1,deg f = 上 二 degg, 从 而 < ἀος 上 

我 们 有 下 述 重 要 的 

定理 2 设 A 是 整 环 ，f 关 0 是 A[X] 中 的 多 项 式 ，c1,… ,Cr E 4 分 别 是 ἡ 
Κιν’. ,kr 重 根 . 

则 


ΙΧ) -(Χ-9”::.(Χ-ο)-α(Χ), 
ϱ(Χ) ε ΑΙΧΙ, g(ci) 0, i= 1 ,7. 


特别 地 ， 多 项 式 f € A[X| 的 按照 重 数 计 算 的 根 的 个 数 不 超 过 了 的 次 数 . 
Ri: 二 kr < deg ]. (3) 


证 明 如 果 最 开始 给 出 的 环 4 不 是 一 个 域 ,我 们 只 要 引入 分 式 域 Q(4), 并 利用 在 
环 Ω(Α)[Χ] 中 的 唯一 因子 分 解 性 即 可 (在 给 定 的 情况 下 , 素 因 子 是 Χ--οι,"': ,Χ---ς, 
见 第 5 章 83 和 84 的 结果 ). 但 是 没有 必要 用 如 此 强 有 力 的 工具 我们 给 出 一 个 直接 
的 证 明 . 

对 7 作 归 纳 ， 证明 f 可 以 被 (Χ- οι)π...(Χ- οἱ)’ 整除 ， 然后 由 deg | = 
(Κι 十 … 十) 十 deg ο 推出 不 等 式 (3). 当 7 = 1 时 ,结论 是 显然 的 . 设 我 们 已 经 有 


F(X) = (天 一 co) (一 ci- 


«180. 第 6 章 多 项 式 的 根 


因为 Cr 一 (1 天 0, στα σσ Cr-l Τα 0, 并 且 4 是 整 环 ， 故 元 率 Cr 不 是 多 项 

式 (XX 一 οι) δι … (XX -一 Cr_1) "1 的 根 . 但 Cr 是 多 项 式 f ΗΗ kr 重 根 ， Β 1) 一 

(Χ -- οτι). 所 以 πίει) --0, Κε π(ΧῚ -- (Χ--εο)))υ(Χ), 6 ς Ἔν, υ(ος) 50. 我 们 有 

(χ 一 οκ) Ντα Χ) -!-ιΧΚ- οι) (一 cr _1) (Χ 一 Cr) υ(Χ). 

利用 整 环 A[X|] 满足 消去 律 断定 s = Κ,. 口 
如 果 不 假定 4 是 整 环 , 定理 2 不 再 成 立 , 例如 , 环 Zs 上 的 多 项 式 FX) - Χύ. 

f(0) = }(2) = f(4) = [(6) = 0,3 坎 多 项 式 有 4 个 根 ，f 在 Ζε[Χ] 上 素 因 子 的 分 解 也 

是 不 唯一 的 ， 了 = Χὸ -- Χ(Χ-- 4)” 一 (Χ--2)(Χ152Χ 1-4) 一 (Χ --6)(Χ΄ 一 2 有 十 4). 
从 定理 2 引出 下 述 


推论 设 4 是 一 个 整 环 ， jg e 4[X] 是 两 个 次 数 < n 的 多 项 式 ， 如 果 它 们 在 
4 中 n+1 个 不 同 的 元 素 上 取 值 相同 ， 则 f = ο. 


证 明 令 久 = 了 一 g, 则 degh «η. 根据 条 件 πίει) = … = h(cn+i) -- 0 对 两 两 
不 同 的 元 素 c1,… ,cn4+1 Ε 4 成立， 即 次 数 < nn 的 多 项 式 有 不 少 于 nn 十 1 个 根 . 与 
不 等 式 (3) 的 这 一 矛盾 仅 当 六 = 0 时 才能 清除. 口 


2. 多 项 式 函 数 ”定理 2 的 推论 使 我 们 有 可 能 去 解决 前 述 ( 见 第 5 章 82 第 1 段 ) 
多 项 式 的 函数 论 观点 与 代数 观点 的 联系 问题 ， 每 一 个 多 项 式 f € 4[X] 对 应 于 一 个 
函数 

ΠΑ» A, ar Τα). 

这 些 函 数 的 集合 构成 一 个 环 Αροι, 叫 作 多 项 式 函 数 环 ( 或 整 有 理 函 数 环 ), 它 是 
以 点 点 相 加 和 相 乘 为 运算 的 函数 环 44 = {4 一 4} 的 一 个 子 环 ( 见 第 4 章 63 第 1 
段 例 3 和 第 5 章 52 定理 2). 用 类 似 的 方法 还 可 以 定义 多 变量 的 多 项 式 函 数 . 

我 们 已 经 在 前 面 提 到 ， 非 零 多 项 式 X? + Xe Fo[X] 定义 了 一 个 零 函数 ， 一 般 
地 ， 如 果 f(X) = (X? - Χ)α(Χ) 是 p 元 有 限 域 上 的 多 项 式 ， 则 f 是 一 个 零 函 数 ， 因 
为 任 取 zx EF,,zx? 一 x 二 x(x?- 一 1) 二 0. 1:3 ἄορ 上 和 D 一 1 时 ， 多 项 式 f € Fy[X| 
才 由 自己 的 函数 f 确定 .任意 多 项 式 fe Fp[X] 可 以 用 唯一 确定 的 次 数 <p 一 1 的 
约 化 多 项 式 f* 代替 ， 后 者 是 用 Χ».Χ 去 除 f 后 得 到 的 余 式 ， 这 时 显然 有 f= Τ'. 

在 无 限 域 或 无 限 整 环 的 情况 下 ， 形 式 更 为 简单 . 

定理 3 如 果 4 是 含有 无 限 多 个 元 素 的 整 环 ， 则 多 项 式 环 4[X] 到 多 项 式 函 数 
环 Αροι 的 映射 [ε» } 是 一 个 环 同 构 . 

证 明 事实 上 , 这 是 定理 2 推论 的 另 一 种 表述 . 我 们 只 需要 验证 当 多 项 式 40 
时 ， 于 冯 0, 即 对 某 个 as 4,f(a) 关 0. 事实 上 若 deg f = n,f 只 有 不 超过 个 零点 . 

[1 

基于 定理 5, 无 限 域 P 上 的 多 项 式 环 等 同 于 多 项 式 函 数 环 (将 多 项 式 函数 记 作 
f(z)), 镜 下 的 问题 是 ， 如 何 根据 fF (实际 上 是 根据 多 项 式 f 的 某 些 值 ) 重新 构造 多 项 
式 f. 
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下 面 将 给 出 所 谓 “ 揪 信 ” 问 题 的 精确 描述 . 16 θο,δι --:,δη 是 域 忆 的 任意 元 系 ， 
而 co,c1… ,cn ΚΕΝ Ρ 中 两 两 不 同 的 元 素 . 我 们 要 找 出 一 个 次 数 < nn 的 多 项 式 
f e PIX], 使 得 fc = δι, 1 = 0,1,.… ,n. 根据 定理 2 的 推论 ， 问 题 如 果 有 解 ， 则 解 
是 唯一 的 . 但 正如 下 述 拉 格 朗 日 插值 公式 所 指出 的 ， 满 足 给 定性 质 的 多 项 式 f 水 
远 存 在 : 
τ, (ἄ-ω):::(Χ--α-ι)(Χ--ομι):::(Χ- οὐ) 

.. 2 ， (οι 一 co)(G 一 cic 一 cc 一 co) 4) 

事实 上 ， 解 的 存在 瞧 一 性 也 可 以 从 下 述 线性 方程 组 得 到 ; 


-1 
Qoc? 十 alc0 十 :… 十 an 一 bo0 


..4 αὶ δ αυ Ὁ ε « υσνωοα 


1 


其 中 未 知 数 ao，ai1,… ,an 是 所 求 多 项 式 f 的 系数 . .这 个 方程 组 的 行列 式 是 范 德 过 
行列 式 ， 它 不 等 于 零 ， 故 αι 可 由 克拉 默 公 式 求 出 ,但 公式 (4) 更 方便 些 ， 它 既 人 简单 
又 容易 记忆 ， 有 时 牛顿 插值 公式 


f(X) 一 πο --υι(.Χ -- ορ) Ἐ-»''η-αη(Χ --ορ)(Χ οι). (Χ -οπ-ι) (5) 


有 一 些 优越 性 ， 其 中 系数 two,Wi,… ,un 可 以 依次 代入 什 X Ξοα,Χ-οι,"..,Χ- 
αμα 后 确定 . 插值 公式 (4),(5) 在 实际 应 用 中 用 来 计算 以 及 函数 ϱ: Β -» Ὦ 的 作 图 ， 
这 个 函数 由 表格 给 出 或 从 实验 得 到 . 如 果 人 们 不 管用 什么 办 法 知道 了 函数 ϱ 在 实 直 
ΑΗ ΤΗ 工 上 “足够 地 好 ”, 那么 就 力求 用 “光滑 ”函数 ， 比 如 多 项 式 去 近似 
地 表示 p( 见 图 24). 这 时 ， 利 用 区 间 工 内 的 点 co,c1,… ,cn 和 已 知 值 φ(οι) = bi 作为 
插值 点 . 


~ 
-- 
-- 


-- ΓΞ ια -- τ-. πα ας "κ ο [一 一 一 一 


图 24 


数学 的 某 些 领域 就 用 于 探讨 插值 点 以 及 近似 函数 选取 的 精细 问题 . 应 该 指出 , 1Η 
值 法 在 超越 数理 论 的 发 展 中 意义 重大 (代数 数 和 超越 数 的 定义 见 第 5 章 82), 所 以 ， 
插值 问题 引起 了 函数 论 ， 数 论 和 代数 的 综合 兴趣 、 
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最 后 我 们 指出 ， 每 一 个 既 约 分 式 f/g e P(X) ( 见 第 5 章 84) 和 每 一 个 含有 无 限 
多 个 元 素 的 扩 域 F 2 PP 对 应 于 一 个 分 式 函 数 f/g: Είε/ῳ 一 Ε, ΕΕ ΝΕ 
是 从 Ε 中 去 掉 有 限 个 元 素 ,， 即 多 项 式 g 在 下 中 的 零点 得 到 的 . 可 以 证 明 , 在 所 给 的 
条 件 下 ， 上 映射 f/g - 779 是 一 一 对 应 的 . 我们 不 要 求 这 一 论证 ， 直 观 上 它 很 清楚 . 
虽然 有 一 一 对 应 关系 ， 但 是 在 分 式 函 数 和 弃 约 分 式 之 间 存 在 着 明显 的 区 别 。 分 式 函 
数 z 下 1/z 在 点 + 二 0 处 没有 定义 , 可 是 既 约 分 式 三 的 确定 性 问题 一 般 不 会 出 现 
3. 多 项 式 环 的 微分 法 ”如果 把 多 项 式 看 作 函 数 ， 可 以 自然 地 给 出 下 述 定 义 . 设 


f(X) = aoX"” +aX" ο ---- απ ιΧ --αῃ 
是 域 Ρ ΓΗ n 次 多 项 式 . 多 项 式 
Γ(Χ) -- naoX" i+(n— 1)axX"”™ +4. 十 Qn-_1 (6) 


叫 作 ῃ(Χ) 的 导数 . 如 果 P = Ε 是 实数 域 ， 而 f 是 由 | 确定 的 多 项 式 函 数 ， 则 (6) 
式 定 义 的 导数 与 通常 用 下 述 极限 


μα 4 {21 Δα) 一 Jr) 


Ar 一 Δα 


定义 的 导数 是 一 致 的 . 对 任意 域 P, 当 多 项 式 函数 的 连续 性 失去 意义 的 情况 下 (例如 
什么 是 Zo 中 的 收 线 序列 ? ), 需要 根据 形式 定义 (6) 引出 导数 . 


微 积分 中 熟知 的 关系 式 仍然 成 立 ， 
(α΄ +Bg) =af’ Γβα, α,βεΡ (7) 
(fg) = f'9+fg.. (8) 


(Τ) 式 可 以 从 (6) 式 以 及 多 项 式 和 的 定义 直接 得 到 . 利用 (7) 式 和 多项式 柔 积 的 定 
义 ， 对 (8) 式 的 检验 可 归结 为 f = X"*,g = Χ' 的 情况 : 


(ΧΑΤΕΥ/ .. (κ 十 Ι)ΧΡΓί-1 -- (k X*-1)X! + X*( Xi-1) 
一 (ΧΣ)χὶ + X*(X'Y. 
作为 (8) 式 的 推广 ， 对 大 作 归 纳 易 证 下 述 公 式 


k 


(fifo':: fr) = > 万. 万 -Ji 大 (9) 


ἐξ] 
特别 地 
ΟΥ = kf 
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现在 我 们 试图 将 关系 式 (7),(8) 用 映射 的 术语 ολα 
作 微分 算 子 ) 先 来 考察 任意 环 ο 5. R Βι 
Du 1-υ) = Όι -- Ὀυ, (Τ’) 
Ρ(ωυ) = (Du)v + α(Ῥυ). (8/) 


D 被 称 为 导 子 , 对 研究 环 RR 非常 有 效 ， 而 它们 的 和 集合 Der(R) 成 为 一 个 有 趣 的 数学 
对 象 ， 它 是 在 一 个 宽广 的 数学 领域 ( 李 群 和 李 代 数 ) 中 引入 的 . 
(8/) 的 推广 是 ΕΤΕ 3 


D™ (μυ) = 3 | 了 | Όχι Ὀ ἂν. (87) 


Κ--0 
可 以 通过 对 m > 1 作 归 纳 证 明 (如 果 对 (8) 应 用 D, 利用 (8’) 和 关系 式 α, η) 十 


的 - (“Ὁ 就 得 到 了 m 十 1 时 的 公式 (8”)) 
当 Β--ΡΙΧῚ 时 ， 从 关系 式 (7),(8') 及 法 则 
DF)=ADf, AeP 


直接 推出 
Df(X) = Γ(ΏΡΧ. 


于 是 多 项 式 环 ΡΙΧ] 的 任意 导 子 由 给 定 的 多 项 式 DX 唯一 确定 . 当 DX = 1 
时 ， 我 们 得 到 了 一 般 的 微分 算 子 τ. | 
Α. [ΠῚ Η /mm)(X) 表示 对 /XI) 微分 m 次 得 到 的 结果 ， 显 然 ， 


{(Χ) -- αοΧ" }-αιΧ'-}-...ἠ-αῇῃ -» V(X) -- η! αρ, [  Ὁ(Χ) --0. 
ΠΡ 是 一 个 特征 零 的 域 ， 则 
deg f' =deg f—1. 
但 是 对 于 有 限 特 征 p 的 域 ， 此 事 不 真 ， 因 为 
(X*?) = kp X*P 1 = 0. 


尽管 如 此 ， 在 一 般 情 况 下 ， 通 过 考察 多 项 式 的 导数 ， 还 是 可 以 得 到 多 项 式 的 菜 
些 信息 .如 果 我 们 用 (X - c)? 去 除 任意 多 项 式 /se PIX], 其 中 ce 所 DP 是 一 个 
扩 域 ， 然 后 将 (线性 ) 余 式 写成 (X 一 c)s 二 "7 的 形式 ， 其 中 sr € F, 我 们 得 到 


f=(X—-ct+(X-ostr, f=(X-oRt+(X-ot+s. 
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以 值 X=c 代入 此 二 式 ， 得 到 "+ = f(e),s = | (ο, 于 是 
f(X)= (X—ce) txX)+(X— ο) ]/(ο) -- ](ο). 


这 就 证 明了 
定理 4 设 忆 是 任意 域 ， 玉 是 也 的 任意 扩 域 ,多项式 了 E PXI 有 重 根 ceE FP， 
当 且 仅 当 jc) = Το) --0. 口 


δι 在 任意 特征 ρ 的 域 中 ， 痢 n 不 被 p 整除 ， 则 多 项 式 Χ'-1 ΠΒΒΗ͂Ν. 
因为 导数 nX" 的 根 不 可 能 是 X" 一 1 的 根 . 

下 面 假设 P 是 特征 为 零 的 域 ,不 失 一 般 性 ，PP 可 以 看 作 Q 或 C 之 中 的 任意 
一 个 域 ， 设 多 项 式 f € PLX]， 


f(X) = MpiX) p(X pr(X) λε ΕΡ, (10) 


上 述 分 解 式 中 的 首 一 既 约 多 项 式 ρι(Χ) 叫 作 f 的 右 重 因 式 (类 似 于 重 根 ). 前 面 已 
经 指出 ， 得 到 分 解 式 (10) 在 实践 上 是 非常 困难 的 . 我 们 将 简 述 一 种 基于 导数 概念 的 
方法 ， 它 可 以 判断 出 f(X) 在 域 P( 或 其 扩 域 ) 上 是 否 包含 有 重 因 式 

定理 5 1ξ(Χ) κ 634, [ΕΡΙΧ] 的 上 重 既 约 因 式 (k 1, deg p(X) 之 1). 

则 p(X) 是 导数 Γ(Χ) 的 (k 一 1) 重 因 式 ， 特 别 地 ， 当 大 = 工时 ， f' 不 被 p(X) 
整除 

证 明 根据 条 件 f(X) = p(X)*g(X), 其 中 g.c.d.(p(X),g(X)) = 1， 即 9(X) 不 能 
被 p(X) 整除 ， 应 用 (8) 和 (9) 式 中 的 法 则 ， 


Γ(Χ) = p(X)" [kp (X)g(X) +p(X)9 (Χ)]. 


只 要 证 明 方 括号 中 的 多 项 式 不 能 被 p(X) 整除 即 可 . 否则 ， p(X) 整除 多 项 式 
Κρ'(Χ)9(Χ), 但 这 是 不 可 能 的 ( 见 第 5 ΞΕ 53, 定理 3 和 4 的 推论 ), 因为 9(X) 不 被 
»ρ(Χ) 整除 ， 而 deg kp'(X) < deg p(X). 口 

注意 ， 在 定理 5 的 证 明 过 程 中 ， 实 质 上 运用 了 p(X) 的 既 约 性 和 charP=0 的 
条 件 . 

推论 1 设 多 项 式 1(Χ) 的 系数 取 自 特征 为 零 的 域 P. 则 下 述 两 个 条 件 等 价 : 

i) f 在 某 个 扩 域 下 DP 中 有 此 重 根 志 ; 

ii) Γὠ(ο-θο,ος/ςκκ-τ, {8 19(ο 0. 

证 明 ”充分 性 : 对 线性 因子 p(X) = 和 一 ce 应 用 定理 5k 次; 必要 性 : 取 忆 的 一 
个 包含 有 c 的 扩 域 Ε. 口 

推论 2 如 果 次 数 21 的 多 项 式 [ΕΡΙΧ] 有 分 解 式 10), πὶ f 及 其 导数 f/ 的 
最 大 公 因 式 有 分 解 式 


g.c.d.(f, Ια) 一 Di(X) Da( 和 ) 3 pr (X) (11) 
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(其 中 g.c.d. 总 是 取 首 一 多 项 式 ). 


证 明 根据 定理 5, 多 项 式 f(X) 的 单 因子 pi(X) 进入 Γ(Χ) 的 分 解 式 时 指数 为 
i-1,( 见 分 解 式 (10)), Ββ 


f(X)=p(X) p(X) η pr(X) UN 


其 中 g.c.d.(w, pi) = 1, 1 < i <7( 约 定 p(X) = 1). 所 以 根据 整除 性 判别 法 ( 见 第 5 
章 83 第 2 Βὺ, g.c.d.(f, 下 ) 可 用 公式 (11) 计算 
利用 计算 g.c.d.(f, f') 的 公式 (11), 我 们 得 到 了 一 种 方法 ， 可 以 去 掉 f(X) 分 解 


式 中 的 重 因 和 式 ， ΠΒ 


ο ΚΑῚ . . 
α(Χ) - ΤΝ -ρι(Χ)ρα(Χ)::-Ῥε(Χ), 


αχ) 包含 有 [|(Χ) 的 全 部 单 因 式 ， 但 重 数 为 1. 重要 的 是 ， 多 项 式 α(Χ) 可 以 通过 欧 
几 里 得 算法 求 出 ， 而 不 必 实 际 知道 f 和 |’ 的 分 解 式 . 

例 2 多 项 式 f(X) = Χ5-.3Χ’2Χ3152Χ2..3Χ 51 及 其 导数 Γ(Χ) = 5X4 一 
12X3+6X2+4X-3 的 最 大 公 因 式 为 首 一 多 项 式 Χ’ -9Χ’13Χ-1--.{Χ-.1}7.“7; 
平方 因 式 ”的 多 项 式 g(X) = A(X)/(X 一 1)”=X 一 1= (X 一 1)(X +1) 有 两 个 根 : 
1. 于 是 ， Ι{Χ}-Χ-1γ(Χ 11) 有 4 重 根 +1 和 和 单 根 一 1. 

5. 韦 达 公式 我们 已 经 看 到 了 一 个 良好 的 符号 系统 对 线性 方程 组 理论 发 展 所 
起 的 作用 ， 特 别 是 引出 了 行列 式 ， 这 是 18 世纪 和 19 世纪 初 数学 家 们 的 功绩 ， 但 是 
更 早 一 些 ， 当 代数 还 被 当 作 “ 解 方程 ” 时 ， 由 韦 达 和 管 卡 儿 完善 化 的 代数 符号 已 经 进 
入 到 多 项 式 和 代数 方程 的 理论 ， 他 们 摆脱 掩盖 了 一 般 规律 的 数字 系数 方程 ， 有 果断 地 
转移 到 字母 系数 方程 ， 新 的 写法 往往 引出 了 新 的 结果 . 笛 卡 儿 完 成 了 代数 对 几何 的 
革命 性 的 应 用 . 在 本 段 中 ， 我 们 将 给 出 他 的 前 埋 韦 达 的 一 些 更 朴素 的 成 采 . 

设 半 次 首 一 多 项 式 了 es P[X| 在 PP 中 或 PP 的 某 个 扩 域 中 有 个 根 cl ca . … ,cn， 
ΓΗ ΒΝ. 根据 定理 2, 我 们 有 分 解 式 


{(Χ) =(X -- α)(Χ --ο)...(Χ -- οι). 
将 (1) 写成 方 医 的 一 般 形 式 ; 
FUX) 王 n+aIXn 十 十 QRX 十 十 an 


将 分 解 式 中 的 所 有 一 次 二 项 式 XX 一 ci 相 乘 , 合并 同类 项 . 于 是 得 到 了 系数 al，… ,an 
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通过 根 Ον ,Cn 的 表达 式 : 


αι 一 一 (cl 十 cz 十.…… 十 cn) 


ας -- (一 1 >》 σαι Cio ... σε. (12) 


. 学 .  υ . ον . 


(12) 式 称 为 圳 达 公 式 . 

如 果 多 项 式 f 不 是 首 一 的 ， 即 首 项 系数 ao 关 1, 则 韦 达 公式 给 出 了 比值 ai/ao 
的 表达 式 ， 与 公式 (19) 类 似 . 

韦 达 公式 清楚 地 建立 了 任意 多 项 式 根 与 系数 之 间 的 关系 ， 它 的 美妙 之 处 在 于 ， 
等 式 右边 在 根 c1,… ,cn 的 任何 置换 下 都 不 改变 ， 这 就 给 我 们 一 个 理由 ， 去 引入 对 
称 函 数 的 概念 ， 类 似 于 行列 式 使 我 们 引入 了 斜 对 称 函 数 的 概念 . 

根据 第 1 ΞΕ $8 第 4 段 的 定义 , 对称 群 δὰ 的 元 素 "在 n 变 元 函数 f(z1,:… ναι) 
的 作用 由 下 述 法 则 给 出 


(πο (αι, το , Tn ) 一 Γίσα), πὶ , Οπ(τιγ)- 


函数 f 叫 作 对 称 的 , 若 Toy = 对 任意 re 5 成立 . 如 下 定义 的 初等 对 称 函 
数 sk 是 对 称 函 数 的 一 个 例子 ， 


ο ο Σο Ti (18) 
1ςἐι < 


利用 初等 对 称 函 数 可 以 将 公式 (12) 改写 成 下 述 形 去 
ok = (--1) sk(ct νου), k=1,2,..,n (12/) 


所 以 精确 到 符号 ， 多 项 式 的 系数 ok 是 函数 sk 在 多 项 式 /的 根 集 上 的 值 .注意 到 
一 个 事实 ， 根 据 定义 ， ak ΕΡ, 但 根 c1,… ,cn 一 般 来 说 位 于 某 个 扩 域 2 了 中 
我 们 现在 不 涉及 下 的 存在 性 问题 . 但 有 时 多 项 式 到 线性 因 式 的 分 解 是 某 些 域 P 性 
质 的 直接 推论 ， 

例 3 考察 有 限 域 F, 上 的 多 项 式 X?-! - 1( 见 第 4 章 84 第 6 段 ). 我 们 知道 对 
所 有 的 ze F*, ΧΡ! = 1, 即 所 有 的 非 零 元 素 都 是 多 项 式 X?-! - 1 的 根 ， 于 是 我 们 
有 分 解 式 

KP-1 1= (XID)X-2)...(X—(p—1)) (14) 


在 这 里 我 们 假设 读者 已 经 掌握 了 域 F,, 可 以 不 困难 地 区 分 1,2,… ,p - 1 是 作为 通 
常 Z 中 的 整数 ， 还 是 域 F, 兰 Z/pZ 的 元 素 (代表 剩余 类 {i},). 根据 (12) 和 (14), 当 
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Dp > 2 时 ， 我 们 得 到 


sk(1,2,..- ,pC—1) = Ὀ(πιοάρ), =1, 2, ΠΠ ρ-- 2, 
s 1(1,3,..-Ῥ-- 1) = -1(modp). 


后 一 个 关系 式 的 下 述 形式 
(ρ -- 1)! 1-1 ξ- θ(πιοάρ) (15) 


叫 作 威尔逊 定理 , 这 一 公式 是 判定 一 个 整数 p 是 否 为 素数 的 充分 必要 条 件 . 事实 上 ， 
我 们 已 经 证 明了 (15) 式 对 素数 p 成 立 ， 男 一 方面 者 p = plpa (ρ-- Τ! Ξ- ριί 一 
(ρ -- 1)! -ε 1 σὲ θ(πιοάρι) 5» (ρ -- 1)! ἠ- 1 φὲ θ(πιοάρ). 


习 题 


1.p 元 域 上 的 多 项 式 函 数 环 是 整 环 吗 ? 

2.1{ ΡΆΛΧΙΕΙΣ, ΓΕ Ρ[Χι,.',Χε| 中 的 非 索 多 项 式 . 基于 定理 3 并 对 π 作 归纳 证 明 ， 
存在 a1,… ,an ΕΕ, 使 得 f(a1,:… απ) 天 0. 这 就 给 出 了 ΡΙΧι,:- ,Xn] 与 域 上 nn ἆ, 3 
项 式 函 数 环 的 同 构 . 

3. 每 个 变 元 的 次 数 千 小 于 p 9458 574 [ΓΕ ZX ,Xn] 具有 习题 2 所 述 的 性 质 ， 存 
在 ait απ EP, 使 f(Q1,… ,an) 关 0. 证 明 任 意 多 项 式 ΡΕ Ζρ[Χι,..: ,Xn| 可 表示 为 形式 


f(X1,.…- πι) 一 >》 9i(X1 , Xn) (XP 一 X;) + f*(X1,:…- Χα), 
4 二 1] 
其 中 f* 是 一 个 约 化 多 项 式 (degx { ς)ρ- Αν 1,2". πλ, 它 的 全 次 数 deg f* ς deg f. 由 
此 断定 ， 从 多 项 式 环 Zp[X1,:… ,Xn] 到 名。 上 的 n 变 元 多 项 式 画 数 环 的 映射 了 站 = 产 是 一 
个 满 射 ， 其 核 为 了 三 2， (Xi - Χι)ζρ]Χι,:'' , Χπ|. 
ἐ--] 

4. 定理 ( 谢 瓦 莱 ) κα Ι(Χι,:.:,Χι) κ Ζ» 上 的 了 次 齐 次 多 项 式 (7 < n).， 证明 方 程 

提示 ; 因为 f 是 齐 次 的 ， 显然 月 {(0,::,0) = 0. 用 反 证 法 假设 〈ai…… ,an) π 0 3 
f(a1,… ,an) 7 0. 根据 习题 3 和 费 马 小 定理 ， 9( Xi ,Xn) 一 工 - FOX,Xn)2z 的 简 
约 多 项 式 为 g*(X1,… ,Xn) 一 (一 XI ).…(1 一 XP” ) 但 是 


degg=(p—1)degf =(p— Ir < (p-1)n = degg*. 


得 到 矛盾， 定理 得 证 . 
对 论述 稍 加 修改 ， 证 明 更 一 般 的 结论 ， 方 程 让 Xi,Xn) 王 0 的 解 的 个 数 可 以 被 p 整除 ， 
(用 两 种 方法 计算 和 式 οι), ἂν). 


Tl Tn Erp 
5. 设 Είσαι, απ) 是 整 条 数 二 次 型 . 用 同 余 的 语言 叙述 谢 瓦 茉 定理 (见习 题 4), 可 以 断定 
当 nn 之 3 时 ， 同 余 式 


Τίσι.:'' ,Xn) Ξ 0(modp) 
有 非 震 解 ， 难 证 同 余 式 22 一 2y 三 0(mod5) 只 有 平凡 解 ， 因 而 条 件 7 < 兄 是 本 质 的 . 
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6. κ | κ 1 Ρε {ἠδὲ 6} 9 4, Η οπαιΡ--0, 1ε 53 σ.ς.ἀ.(}, |) --1, 其 中 六 是 了 的 
导数 . 


7. 证 明 若 ](Χ) 是 特征 为 零 的 域 上 的 多 项 式 , 则 1" 二 0 过 了 有 是 常数 . 车 |(Χ) 是 特征 p>0 
的 域 上 的 多 项 式 ， 则 | --0-» f(X) 二 οκ) (其 中 9g 是 另外 的 某 个 多 项 式 ). 
8. 从 第 3 段 可 知 ， 多 项 式 环 PIX] 的 每 一 个 导 子 形 如 


Τι: ου, νε PIX]. 


证 明 下 还 论断 : 
i) 常数 集 (从 而 在 导 子 运算 下 取 零 值 ) 是 ΡΙΧΙ 的 子 环 ， 


ii) 两 个 导 子 的 乘积 ΤωΤν 一 般 来 说 不 是 导 子 ， 但 如 果 charP = 二 p> 0, ΒΙΠΕ (Τι) 是 一 个 
导 子 ; 


iii) 换 位 子 2 Το] == ΤωΤυ 一 TT 是 一 个 形 如 Τω 455πΤ, 3 ωξ αυ - αυ. 
9. 在 风 变 元 多 项 式 环 Ρ|Χι,-::, Χιὶ 中 可 自然 地 引入 对 第 天 个 变 元 的 ΕΤ 


ὃ ξ 1 Lr . Ἢ ἐν. 一 ἐγι 
BR Xi Xe Xn -» bp XI .Xr 1.., Xn. 
i) 证 明 当 charP 二 0 时 ， 关 于 Χι 为 常数 ， 即 在 过 下 取 零 值 的 多 项 式 的 集合 是 π-1λ 
变 元 的 多 项 式 环 Ρ|Χι,::' .Χκν--- ,人 nl. 


ii 设 Xi ,Xn) 是 一 个 mm 次 齐 次 多 项 式 ， 证 明 欧 拉 恒 等 式 


τι of 
2 Xr BX = ™ ΙΧι,::., Χα). 


反之 ,车 charP 一 0, 则 满足 欧 拉 恒 等 式 的 多 项 式 是 m 次 齐 次 多 项 式 ， mm = 1,2,3,.…. 
10. 证 明 多 项 式 


X"+aX" +:...++ Qn € Z2|X| 
没有 线性 因子， 当 且 仅 当 
απ(1 -- Καὶ) 天 0. 
ἩηςοΒ, ᾖ7ο 上 的 全 部 既 约 多 项 式 为 : 


大 ,其 十 二 大" 十 天 十 1， ΧΧΧ 1 ΧΟ ΕΧΊ{1. 
写 出 7ο 上 所 有 的 4 次 和 5 次 娓 约 多 项 式 〈 其 个 数 分 别 为 3 和 6). 
11. 根据 同 余 式 
Χχὸ- Χ-1Ξ(Χὸ -- Χὲ-ς τ)(Χ” -- Χ-1)(παοάϑ), 


证 明 多 项 式 Χ᾽--Χ-1 在 Ώ Γεν. 
提示 : ”利用 高 斯 引 理 的 推论 (第 5 章 53) 和 习题 10, 以 及 ΖΧ] 的 因子 分 解 唯一 性 . 
类 似 地 ， 通 过 模 3 同 余 证 明 多 项 式 ΧΡ. -Χ-1 在 上 的 不 可 分 解 性 (这 样 做 更 为 简单 ). 
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82 对称 多 项 式 


1. 对 称 多 项 式 环 我 们 在 上 市 的 末尾 定义 了 对 称 洒 数 现在 准备 在 整 环 4 上 的 
多 项 式 环 A[Xi,… ,Xn] 中 定义 类 似 的 概念 ， 81 的 定理 3 及 其 到 多 变 元 多 项 式 和 多 
变 元 函数 的 推广 使 我 们 可 以 将 多 项 式 环 看 作 函 数 环 的 一 个 子 环 ， 似 乎 重新 定义 是 多 
余 的 . 但 注意 到 在 该 定理 中 要 求 4 的 元 素 是 无 限 的 ， 而 我 们 希望 给 出 一 个 一 般 性 的 
结构 . 

(π 9 f)(X1, ,Xn) 一 /(Χτω .. ' ἅππ)): 

多 项 式 | 叫 作 对 称 的 , 若 对 所 有 的 re 59.roj = Γ. ἨΙΡΣΧΗΠΊΗ ΟΙ, Β|Λ1Π8 
对 称 多 项 式 sk: 


βκίΧι, ... . Χα) 一 ΥΓ Χιὶ Χο τ᾽ τος (1) 


Ἱσςέι (τος σἶκσητ 


k=1,2,.…,n. 
严格 地 说 ， 考 察 系数 在 ΑἰΧι,..., Xn] 上 以 了 为 新 变量 的 多 项 式 : 


f(Y) = (Y — XD)(Y - X2).…(Y — Χο) (9) 
«Υπ. ΘΙΥΠ 1 ΒΟΥΠ“ ΣΕ... (-.Ί}πβ,, 


我 们 注意 到 ， sk 是 对 称 多 项 式 ， 和 恒等式 (2) 的 左边 在 线性 因子 Y 一 Xi1,…,Y 一 Xn 
的 任意 置换 下 不 变 . 


注意 到 当 我 们 在 恒等式 (2) ΕΙΜΑΙ Χα 换 成 0 时 ， 得 到 
YX) Xn DX=Y" (soY™!l +. + (1)"-1(s,_1)0Y, 


其 中 (sk)o 是 在 sk 中 取 Xn = 0 得 到 的 结果 消去 两 端的 了 (将 第 4 章 83 的 定理 1 
(Y ο — X2) 4 ον 
τι--] Τι --2 π--1 (3) 
-- Υ 一 (si)oY 十 … :十 (--1) (sn_1 )0. 


比较 (2) 和 (3), 我 们 断言 (s1)o…… , (sn-1)0 是 (n 一 1) 个 变 元 X1,… ,Xn-1 的 初等 
对 称 多 项 式 . 

由 于 元 : 一 oj 是 多 项 式 环 A[X1,:… ,X| 的 目 同 构 , 任意 对 称 多 项 式 及 其 梯 
积 的 线性 组 合 仍 然 是 对 称 多 项 式 . 这 就 表明 ， 全 体 对 称 多 项 式 构 成 的 环 是 A[X1,-…， 
Xn] 的 子 环 . 我 们 的 下 一 个 目标 是 搞 清 楚 这 个 子 环 的 结构 . 

2. 对 称 多 项 式 基 本 定理 ”下面 指 出 得 到 对 称 多 项 式 的 一 个 最 一 般 的 方法 ， 任 
取 多 项 式 ge A[Yi,… Υπ], 并 将 ΥἹ,:-:, Υπ 2} ΠΠΕΗΣ sl ,sn. 所 得 多 项 式 当 然 是 
对 称 多 项 式 . 
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我 们 指出 , 在 9 中 出 现 的 单项 式 五: Yi 用 二 = ss(X1,.… ,Xn) 替换 后 成 为 
XX1,… ,Xn 的 齐 次 多 项 式 ,次 数 为 全 十 2i2 十 …+nin 因为 deg sk = 天 ,人 十 212 十 … 十 Pi 
叫 作 单项 式 3 Vir 的 权 . 多 项 式 g(Yi,… σι) 的 权 自然 地 定义 为 在 ο 中 出 现 的 
全 部 单项 式 的 最 大 权 . 

关于 对 称 多 项 式 的 基本 论断 是 

定理 1 设 fE 4IXi,… ,Xn| 是 整 环 A 上 全 次 数 为 m 的 对 称 多 项 式 ， 则 存在 
唯一 的 权 为 m ὁ 9754, ος Al,… ,Yj, 使 得 


Μος. πι) = 081," .. , Sn ). 


并 且 多 项 式 ϱ 的 系数 是 | 系数 的 整 线 性 组 合 . 

证 明 我 们 曾经 指出 (第 5 章 ，82), 任意 多 项 式 = f(X1,… ,Xn) 可 以 写成 不 
同 次 数 的 齐 次 型 πι 的 和 : f= fo 二 丹 十 … 二 大. 显然 , 这 种 写法 是 唯一 的 . 现在 如 
果 | 是 对 称 多 项 式 ， 则 型 f 也 是 对 称 的 , 因为 Xof = πο [πι, ΠΠ Π: fm 中 πο fm 
在 m 次 型 所 上 的 作用 是 不 变 的 于是， 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假定 对 称 多 项 式 f 
是 齐 次 的 .下 述 论证 分 成 若干 部 分 . 

1. 我 们 首先 约定 对 中 的 单项 式 进 行 字典 排列 ( 按 构造 字典 的 原则 排列 ), Β ΒΒ 
项 式 44 -- αχ XY … Xr 先 于 单项 式 v = δε λε, ελα (或 大 于 单项 式 :1 > ο), 
在 序列 ἐν -- {ιν ο 一 jo yin 一 jr 形 如 0,… ,0,t,… ,其 中 + > 0.t 的 右边 可 以 出 
ΒΒ σι ἐν -- χι. 按 照 字 上 典 序 出 现在 第 一 个 位 置 的 单项 叫 作 了 的 首 项 , 记 作 FT(first 
term). 

5| 理 1 来 积 岂 = 有 hiho-.…h, 中 的 首 项 是 因子 hi,h2,… ,hy 的 首 项 的 来 积 . 

事实 上 ， 当 n = 1 时 ， 结 论 显然 ， 如 果 


h = h(X1, Χο..." , Xn ) -- go(X2,.…: Χῃ)ΧῚ 1-01(Χχ9,::' , Xn) Xe! -»»». 


则 FT( = ΧΙ . FT(go), 现在 取 每 个 因子 hs 按 Χ ΣΜΕΑ, 18ΕΝ ΑΔ 
go(X1,… ,Xn) 是 怎样 得 到 的 ， 对 τι 作 归 纳 , 得 到 所 需 的 结论 FT(h) = ΠΠ ΕΤ). 


i=1 

2. 单项 式 v = αχῃ Χο)... Xin 称 为 单调 的 , 3Ε ἐι 2 122 --- ἰπ. 

5 理 2 对 称 多 项 式 的 最 高 次 项 永远 是 单调 的 ， 

事实 上 , 设 FT(f) = w = aXX?2 Xin [ΙΒ ες τπ-1, Β ἐκ < 
ἵκμ. 1ξ ως aX ΧΑΝ. Χαν. Χ 中 置换 Χι 和 Χειι, 得 到 单项 式 w = 
αΧῇ...ΧΗΗ ΧΕΙ... Χὺν , ΗΕ 了 是 对 称 的 ，w! 在 f 中 . 但 显然 ὦ Σα, 因为 
Xi1,… ,Xp-1 在 4 和 w 中 的 指数 相等 ， 而 Xk 在 w 中 的 指数 大 于 Χι 在 以 中 的 指 
数 ， 得 到 矛盾 ， 引 理 得 证 . 口 

3. 22 ο(γι,-..,Υῃ) 的 存在 性 .  ι-- aXaX2 .Xin = FT(f) . 根据 引 理 
2 ik ο ἐκνιι  ςὐσκπ- 1. 因而 我 们 可 以 考察 对 称 多 项 式 
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Κη(Χι,::., Χπ) = f(X1,: ,Kn) asl ορ 55... βἴπ, 
对 应 的 单项 式 αγ ΥΣ... Yir 有 权 (ἐι -- 19) Ε 2{1ο 一 i3) 十 … 十 (nn 一 了)(in-1 一 
in) 十 τιῖῃ 一 η] 十 ?2 十 ……: 十 ἔῃ 一 deg 因为 初等 对 称 多 项 式 11 9ος ”与 的 最 高 次 项 
 Χι, ΧιΧο,::.,ΧιΧο:.. Xn, 故 由 引 理 1， 在 as >s2 -3 .stm 中 的 最 高 次 项 是 


αλ (Χι Χο) 2 τς... (ΧιΧο... Χ πι in (XI Xo Χη)' 
二 aX'1! XY .. Xin, 


即 w= FT(f). 于 是 4 在 fu) 中 被 消去 ， 所 以 FT(f) > FT(fa)). 还 要 指出 ， 多 项 式 
fa) 的 系数 形 如 ec- ga, 其 中 ca 是 多 项 式 | 的 系数 ，g e 2 

设 v = bX ΧΦ... Xr 二 FT(f0)), be Α. ἘΕΚΗΙΒ|3Ε 2 4} }ν Ὁ 12 2:::2 πι 
并 根据 前 述 论证 ， 对 称 多 项 式 


ιο ο ο ο... 


满足 条 件 ET(JD) > FT(f(2)). 此 外 ， 多 项 式 ο) 的 系数 形 如 οι 一 ιδ, 其 中 αι Ε 2, 
ΠΠ οι, ὃ 是 多 项 式 Γα) 的 系数 . 
重复 这 一 过 程 ， 我 们 得 到 一 系列 齐 次 对 称 多 项 式 


ἕω = 了 一 as ?sir 一 δβ;-32...β]ω. ... 
满足 次 数 deg f(x) = deg |, 使 得 
FT(f) Σετ ο) ΣΕΤ( 9) > > FT(f(k)) > (4) 


并 且 { 的 系数 是 多 项 式 三 系数 的 ζ 线性 组 合 . 因为 给 定 次 数 的 单项 式 只 有 有 限 
个 ，( 何 况 它 们 还 是 单调 的 ), 不 等 式 序 列 (4) 必须 中 止 ，( 即 对 于 某 个 正 整数 Κ, f(x) = 
0); 我 们 得 到 了 所 需 的 结论 f(Xi,… ,Xn) = g(s1,… ,sn), 其 中 g(Yi,… Υπ) = 
αγι γρ εν Υπ + bYY! ?YY 3 .Yin + 

4. 唯一 性 如 果 存 在 两 个 不 同 的 表达 式 f= 91(S1, 82,*… , Sn ) 一 g2 (81, 82,* 5 
sn), 我 们 得 到 一 个 非 零 多 项 式 σ(Υι,.:-- , Υπ) = φι(ζι,:::, Υπ) 一 φα(ζι,:::. Υπ), 权 
为 degf, Η. g(s1,… ,sn) = 0, 如果 az 了” Yor 是 9 中 的 一 个 单项 式 ， 我 们 看 
到 FT(asl Sn 一 αΧΤ'(Χι Χο)» ΠΕΣ Χο)» 一 αχ thn XR2t thn εν 
ΧΑΑ, 因此 显然 , 不 同 的 首 项 对 应 于 9 中 不 同 的 单项 式 . 它们 当中 有 一 个 是 最 大 的 ， 
即 ἘΤίσ(βι;::: ,sn)) 关 0, 与 假设 矛盾 . 口 

关于 唯一 性 的 论断 意味 大 si,… ,sn 在 4 上 是 代数 无 关 的 , 而 环 A[s1,… ,snl 
与 A[Xi1,… ,Xn] 同 构 (尽管 不 言 而 喻 ， Alsi1(X1,:… ,Xn),… ,sn(X1,… ,Xn)| 是 
Α[Χι,::.., Χα) 中 的 真子 集 ). 顺便 指出 当 Α--2 时 ， 多 项 式 上 和 9 的 系数 是 整数 . 
从 定理 1 还 导出 一 个 有 用 的 推论 . 
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推论 设 Ι(Χ) --Χ" 十 aiXn 十 :十 an 1 有 十 an 是 域 已 上 的 音 变 元 首 一 隐 
次 多 项 式 ， 在 某 一 扩 域 妃 D 已 上 有 严 个 根 cl οι. 另 一 方面 设 π(Χι,:::, Χα) 是 
Ρ|Χι,::', Χεὶ 的 任意 对 称 多 项 式 ， 
则 用 ci 替换 Χι,ἰ--1,.:: ,n, 所 得 的 值 h(ci,:… ,cn) 在 域 PP δ. 
证 明 事实 鞋 ， 根 据 对 称 多 项 式 基本 定理 ， 可 以 找到 多 项 式 g(Yi,:… Σπ) ε 
PI[Yi,… , Υπ], 使 得 
μ[Χι,:-., Xn] = ο(δι(Χι.... , Χω),'-' ν8α(Χι)--, Χω))- 
所 以 Γον," ,cn) = g(sli(c cn) sn(c ;Cn)), 根据 81 的 书 达 公式 (12)， 
βκίει, ,Cn) = (—1)*ar ε Ρ, κα α(-αι,::: ,(-1)αῃ) Ε Ρ' Γη 
8. 待定 系数 法 ”对称 多 项 式 基 本 定理 的 证 明 有 多 种 不 同 的 方法 ， 相 应 地 ， 将 给 
定 的 对 称 多 项 式 用 初等 对 称 多 项 式 表 示 出 来 也 有 多 种 不 同 的 方法 . 为 了 叙述 一 种 最 
常用 的 方法 ， 我 们 引入 一 类 新 的 对 称 多 项 式 . 为 确定 起 见 ， 我 们 将 整 环 4 取 作 环 Ζ 
或 域 R. 设 v = XIX22 .Xe 是 一 个 单项 式 ， 用 5(υ) 记 从 "经 过 变 元 的 置换 得 到 
的 所 有 不 同 的 单项 式 的 和 .例如 
βκίΧι,', Χα) --6(Χι:': Χκ) 
是 第 上 个 初等 对 称 多 项 式 . 
pk( XI ,Xn) = S(XI) = Χίο." Xn, 20, (5) 


叫 作 第 天 个 πι. 显然 所 有 的 S(v) 都 是 齐 次 对 称 多 项 式 ( 亦 称 为 单 演 的 ), 其 全 次 
数 与 v 的 次 数 相同 . 因为 S(u) = 9(cov) 对 任意 σε ὃν 成 立 ， 我 们 目 然 仅 需 对 单调 
的 单项 式 v 考虑 δ(υ). 显而易见 ， 4 上 的 任意 对 称 多 项 式 f 是 系数 取 自 4 的 5(υ) 
型 多 项 式 的 线性 组 合 : 
f= > αυδίυ). 
通常 这 样 的 表达 方式 一 眼 就 可 以 看 出 来 ， 于 是 问题 转化 为 找 出 5(v) 通过 初等 对 称 
多 项 式 的 表达 式 . 
每 一 个 单调 的 单项 式 v = ΧΗΧΡ...Χ’- 对 应 于 一 个 对 称 多 项 式 

gu = gu(X1,* ,Xn)=sT sy ο τή (6) 
它 的 首 项 就 是 v. 按照 定理 1 证 明 中 的 格式 ， 我 们 详细 给 出 通过 初等 对 称 多 项 式 表 
达 5S(v) 的 下 述 方法 . ΒΕ degv = πι. 取 整 数 πι 的 一 切 单调 划分 

Τι, -- }ι 1- 12 ---' - 1κν 7ι 22 12 22 '' 22 Ίι 22 Ὁ, 


使 得 ww 二 ΧΉΊΧΊ...Χ7ν < 考察 所 有 的 单项 式 ω 的 集合 Μι. 任 取 ω ε Μι, 建立 
单项 式 gu( 见 (6) 式 ). 我 们 已 经 知道 


ου) = gu 十 γ᾽ To gu， (7) 


WEM,, 
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以 依次 求 出 待定 的 系数 ni( 这 就 是 待定 系数 法 名 称 的 由 来 ).g,,gw 和 So 在 这 些 整 
数 下 的 值 是 已 知 的 ， 我 们 得 到 了 关于 n 的 一 个 相 容 的 线性 方程 组 . 
例 1 2 一 Xi δ(υ) = ρα(Χι,:.. ἅπ)ι n 3 3, gu = 81, 
Μ, Χί Χο ΧΙ Χλλ5. 
ζω 3182 83 
这 时 ， 方 程 (7) 形 如 
Pas 三 SY 十 Ω8159 十 bs3. 
如 果 Χι =X2=1, 当 i>2 时 Xi; 二 0, 则 ps 二 2,s1 二 2,s2 二 1,ss 二 0. 
如 果 Χι 一 Χο 一 从 3 一 1, 当 1>3 时 Xi 一 0, 则 pas=3,sl 一 3,s2 一 3,s3 一 1 从 方程 
组 
2=23+a.2.1+6b.:0, 
3 一 33 二 0a:3.3 十 b.1 
解 得 C 一 --ο, ὃ 一 ὃ, Ημ D3 -- sy 985189 十 353. 
为 了 将 短 和 px (Xi1,… , Xn) 表 成 s1,s2,… ,sn 的 多 项 式 ， 我 们 有 下 述 递 推 公 


Pk — Pk-1S1 十 '… 十 (—1)" pisk_1 十 (—1)*ksx Ξ0, (8) 


px -Ρε-181 1: Ἑ (η Ῥκ πειδπ-ι 十 (一 1) pk-nsn = 0, (9) 
4 ὲ » τι. 
为 了 证 明 这 些 公式 ， 可 在 公式 (9) 中 令 Y = Xi, 得 到 
Xr ΘΙΧ ΤΕ -- (1 sn 1Xi 十 (一 "sn 一 0 
用 ΧΙ" 乘 以 上 式 (k 2η), 有 
ΧΕ. θιΧά Ε.Ε (-- η lis, 1XP n+ 十 (一 nsnX "=0, 


然后 对 ; Μι 1 τι 3ΚΊΙ, 我 们 就 得 到 了 公式 (9) 和 =n 时 的 公式 (8)(po -- X? 十 …+ 
Χο -- γι). 进一步 考察 次 数 k < n 的 齐 次 对 称 多 项 式 fn( 或 上 = -oo, 若 jn = 0): 


1α.ε(Χι,'', Χα) οι Ῥκ-ιδι Γι (1) έριςς 1 十 (--1) κεκ. 


3ὲ [ΠΧ τ--π-- ΕΙΠΑ, ἩΓΒΗ͂ [κι 恒 等 于 0. 当 > = 0 时 已 证 . 现在 设 Xn = 0, 并 
注意 到 这 时 得 到 的 对 称 多 项 式 (si)o, (pi)o 与 定义 在 (n 一 1) 个 变 元 Xi1,… ,Xn_1 上 
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的 多 项 式 s; 和 pi 重合 ( 见 (3) 和 (5)), 我 们 有 等 式 


frn(X1,) ΠΠ ,Χη-ι.0) 


= (Ρκ)ο -- (Ρκ..ι)ο(ϑι)ο ἠ-:::1-(--1)/-}(ῬΡι)οίϑκ.--ι)ο + (—1)*k(sk)o 
= 大 mn-1(0X1 Χιπ ι) 一 0, | 


µ ΟΙ τι--1-Ἕ--τ-1 «τ, μ[ΗΙΙΗΛΝΊΕ Νε. 

关系 式 fkn(XX1,… ,Xn-_1,0) -0 ΚΗ, 多项式 大。 可 以 被 Xn 整除 : κα = 
Χα}. ἌΗ͂ fn 的 对 称 性 ， 这 一 多 项 式 包 含有 因子 Χι,Χ2,'.', Χι, 及 它们 的 积 
sn 一 XIX2….Xn 换言之 ， 


σος . ; Xn) 一 Sn(X1, .. Χα) ᾿ μ(Χι, .. πλ. (10) 
分 解 式 (10) 仅 当 hh = 0 时 才 可 能 成 立 ， 因 为 degsn -- η, 而 ἀερ]κα --Κ «π. 所 以 
fkn ο, 公式 (8) 得 证 . 口 


4. 多 项 式 的 判别 式 “考察 环 PIX1,… , Χι] 中 的 多 项 式 


An = II (Xi 一 Χ)), 


1&j<ign 
该 式 显然 可 表 作 范 德 涌 行列 式 
1 1 1 
νον 1 
ΧΙ ΧΡ. ... Χπτὶ 


因为 行列 式 是 列 的 斜 对 称 函 数 ， 所 以 roAn = srAnsr 是 置换 Te δὴ 的 符号 ， 于 
是 A2 是 对 称 函 数 ， 根 据 对 称 多 项 式 基 本 定理 ， 可 表 作 初等 对 称 函 数 的 多 项 式 


ΔΖ 一 Γ{: 一 ΡΦ, 一 Dis(s1， , Sn ). 


以 βι(Χιν::',Χε)ν'-' ,Sn( 久 1,… ,Xn) 为 变 元 的 多 项 式 Dis 叫 作 nn 元 组 Xi,… ,Xn 
的 判别 式 . 其 系数 在 Z 中 ， 用 元 素 zi EF 替换 Xi,i==1,2,… ,n( 其 中 下 是 PP 的 一 
个 扩 域 ), 我 们 就 得 到 域 Ε 中 任意 n 个 元 素 组 的 判别 式 ， 大 元 素 X1,-… ,Xn 有 相同 
者 ， 则 该 组 的 判别 式 为 0, 因为 因子 X; 一 X; 中 的 某 一 个 等 于 0. 于 是 Dis 能 够 区 分 
n 个 元 素 两 两 不 等 和 至 少 有 两 个 相等 的 情况 ， 所 以 被 称 为 判别 式 . 

计算 判别 式 的 简便 方法 基于 将 Δ’ 看 作 行列 式 (11) 与 其 转 置 行列 式 的 乘积 :An = 
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An “An( 回 忆 起 对 任意 方 阵 4, det 4 = det4). 事实 上 ， 由 和 抢 阵 磁 积 的 法 则 立即 得 到 


Τὶ pl Ρο τσ; Pn—l 
pi D2 p3 “Pn 

Dis(si,… ,Sn)=| pz ps pi  … Pntl (12) 
Brnil Bni2 Pn+3 :': Pp2n—2 


其 中 pk 是 我 们 已 知 的 等 和 (5), 用 递 推 公式 (8) 和 (9) 计算 ρε, 我 们 就 得 到 了 
Dis(sl,… ,sn) 的 显 式 ， 特 别 地 ， pl = si1, p2 = s1 一 282, 于 是 
Si 


Dis(s1, s2) = -- S1 — 4s2. (13) 


S] 5: 一 2552 
现在 设 首 一 多 项 式 
ΙΧ) - κὉ +alX" i +. 二 dn_-i1X +an € PIX), 


1: Ρ ΞῈ ΡΠ 8ὲ ΕΠ ΛΠ οι... ,cn. 从 韦 达 公式 知 ，ak = (一 1)*sk(c1,*…* ,cn). 

定义 由 多 项 式 三 的 根 cl …… ,cn 组 成 的 nh 元 组 的 判别 式 ， 或 等 价 地 ， 判 别 式 
Dis(s1,'…… ,Sn) 53 sk 二 (一 1)*ak 时 的 值 叫 作 多 项 式 了 的 判别 式 ， 记 作 D(f). 亦 称 之 
为 代数 方程 

f(X)= X" +aX” +...+an 1X+an=0 (14) 

的 判别 式 . 

显然 D(f) ε 已 (回忆 和 定理 1 的 推论 )， 

从 判别 式 的 定义 可 知 下 述 命 题 正确 . 

命题 D(f) = 0, 当 且 仅 当 方程 (14) 有 重 根 ( 即 至 少 有 一 个 根 的 重 数 丰 > 1). 口 

回顾 81 定理 5 的 推论 2, 我 们 现在 有 两 种 方法 不 离开 基础 域 就 可 以 判断 多 项 陈 
f € PIX] 有 没有 重 根 . 但 判别 式 的 意义 远 不 止 如 此 . 将 公式 15) 用 于 实 系数 二 次 二 
项 式 [(Χ) = X?2 十 aX 十 b, 得 到 D(f) = α’ - 好, 这 是 在 初等 代数 中 熟知 的 公式 ， 特 
别 地 ，D{f) 的 符号 决定 了 方程 x? 二 az 二 b= 二 0 有 两 个 实 根 还 是 一 对 共 箔 复 根 . 

例 2 计算 不 完全 三 次 方程 


}(α) -- αὖ +ar+b=0 (15) 
的 判别 式 ， 在 给 定 的 情况 下 ， sa 0, 根据 递 推 公式 计算 ρε, 得 到 pl = sl = 0,Ρ2 = 
S1 一 280 一 --Δα. Da 一 ο 一 3S152 十 dS3 一 --αῦ. D4 一 οὔ 一 45:50 十 48153 十 254 一 2a2. 从 
而 公式 (19) 给 出 
9 0 一 20 
D(f)=| 0 -2a -3 | 一 一 4a3 -- 2τ0”. (16) 
-2a --ὂ 2a* 
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完全 三 次 方程 2 十 ατα’ 1 αρα Γαλ 0 的 判别 式 D(f) 表达 起 来 更 为 复杂 (5 (16) 
式 相 比 ), 但 下 述 观 察 表明 这 种 复杂 性 可 以 避免 
进行 变量 蔡 换 y = 二 二. 将 z=y 一 一 代入 方程 (14), 并 利用 二 项 式 公式 得 到 


αι τι τι.-- 2 
一 人 ----- μμ. 一 一 = 5 5 一 1 . 
g(y)=f (g 二 υ {αγ 0, (17) 


在 新 方程 中 ，y"- 的 系数 为 0. 大 知道 了 方程 (17) 的 根 νο, 我 们 很 容易 得 到 原始 方 
程 (14) 的 根 zo = yo 一 一 . 因而 不 失 一 般 性 ， 可 设 αι = 0. 

如 果 希 望 找 到 方程 (15) 解 的 一 般 公 式 (这 是 中 世纪 数学 家 费 罗 、 卡 尔 塔 话 等 人 
的 巨大 成 就 ), 那么 使 用 判别 式 (16) 就 是 不 可 避免 的 (1,55 1 ΞΕ 82 公式 (2)). 

5. 结 式 ”在 上 一 段 命题 中 给 出 的 D(f) 的 基本 性 质 ， 亦 可 解释 为 多 项 式 | 和 
它 的 导数 Ρ 有 公共 根 (或 公 因 子 ) 的 判别 法 . 这 一 判别 最 终 建立 在 欧 几 里 得 算法 
的 基础 之 上 . 这 使 我 们 有 根据 推测 ， 存 在 一 个 类 似 的 法 则 ， 用 于 直接 从 两 个 多 项 式 
jge PXI 的 系数 判断 它们 是 否 有 公 因 子 . 

设 | 

Ι(Χ) = αρ” αι ο... απ.ιΧ -Ε απ, 
ϱ(Χ) -- θρᾶ δι Στ. Ε bm 1X -- θε 


是 两 个 系数 在 域 Ρ 中 的 多 项 式 ， 其 中 n > 0,m > 0, 但 不 排除 go -- 0 Β Ρο -- 0 的 可 
能 性 . 

定义 多 项 式 f 和 g 的 结 式 Res(f,g) 是 关于 它们 的 系数 的 一 个 齐 次 多 项 式 (5 
次 多 项 式 哆 数 )( 其 中 关于 a0,:… ,an 为 m 次 ， 关 于 bo,:… ,bm 为 n 次 ), 形 如 


10 QT 。 9 αμ 
μὴ 6 时 ο 3 
Res(f,9) = ΠΝ η 
bo ὃ ': ὄπ 
bo bi bn, n 行 
bo bi δη 


在 结 式 的 定义 中 ， 包 含 关 于 多 项 式 次 数 的 断言 . 它 的 证 明 可 直接 从 行列 式 的 性 
质 得 到 :者 在 前 πι 行将 αι 换 成 tai 则 Βοε(], ο) = ὕ Βεεί({,ᾳ), 然后 利用 第 5 章 52 
的 习题 3. 


现在 来 推导 结 式 的 基本 性 质 . 
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ΒΙ Res(f,9) =0 当 且 仅 当 ao=0=b 或 了 和 9 在 PXI 中 有 次 数 >0 的 公 
内 子 ， 

证 明 我们 首先 证 明 ， 条 件 “ao =0=bo 或 f 和 9g 在 PIX] 中 有 次 数 > 0 的 公 
因子 ” 成立 ， 当 且 仅 当 同 时 存在 非 零 多 项 式 fi, gi, 使 得 


fqoi+fig=0, degfi <n, deggl «γι. (18) 


事实 上 ， 设 公 因 子 h = g.c.d.(f,9) 使 得 degh > 0. 则 了 = hfi,g = 一 hgi, 从 而 
[οι 十 gfi = 0. 此 外 deg 户 <n,deggi «πι, (18) 式 成 立 ， 当 ao = 0 = bo 时， 我 们 亦 
ΠΣ Γι -- {,οιξ - 

反之 : 18 (18) 式 成 工 , 着 g.c.d.(f,9) = 1, 我 们 从 ΡΙΧ] 的 因子 分 解 唯 一 性 ( 见 第 
5 章 50) 得 到 [οι = 一 gfi 全 用户 ,gl91. 于 是 degf <n,degg «πι, 从 而 ao -- 0 -- bo. 

现在 来 证 明 条 件 (18) 与 Res(f,g) --0 的 等 价 性 . 令 


1 =coX" 十 CI 十 十 Cn 
αι 一 doX™-! 十 diX™ 2 -- --:--μι.ι. 


计算 次 数 < n+m 一 1 的 多 项 式 fgi 十 9fi 的 系数 ,我们 将 条 件 (18) 写成 带 有 (十 m) 
个 未 知 基 ἀρ, 时 dp lcoycl ,π--ι ΤΙ (τι ἠ- πι) 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 : 


aodo “… 二 boco “… 二 0, 
αι ἆρ + αρᾶι «κ. διο boc! 一， (19) 
Qo do 十 Qi1d1 十 αρ» “十 boc0 十 bici 十 boc2 一 0, 


αν 和 5 5 85 ἕ  υ 9 ο ο σσ τσ τς ἃ- υ ὁ 5 ᾱ- ὃ ὃ υ 5 απ 5 υ υ ΓΡ ο ο ου ο ο ο ο ο ο Ἡ 


方程 组 (19) 的 系数 窍 阵 的 行列 式 (准确 地 说 , 系数 矩阵 转 置 的 行列 式 ) 恰 为 Res(f,9). 
于 是 ， 方 程 组 (19) 有 非 零 解 ， 当 且 仅 当 Res(f,g) = 0, 而 所 有 的 非 零 解 都 给 出 一 对 
ΤΝ ΚΕ 4:11 (18) 的 多 项 式 {ιν αι. 口 

R2 设 多 项 式 f 和 9 均 可 在 PIX| 中 分 解 成 线性 因 式 : 


f(X) = αο(Χ — a) (X— απ) 
g(X) = bo(X - βι)'::(Χ- Bn) 
则 
Res(f,9) = αἲ' Js αι) -(-1} "δῇ I f(B;) = αὖ ο Πίοι - β)). 


--] 
证 明 显然， 如 果 这 些 公 式 成 芯 ， 则 应 具有 通用 性 ， 不 依赖 于 多 项 式 f,g 的 特 
殊 形 式 ， 我 们 不 在 这 里 深入 探讨 “哲学 ”原理 ,但 它 允 许 我 们 去 考察 “一 般 情况 ”, 即 
设 所 有 的 ρίαι), τὴ” ,9 (Qn) 和 所 有 的 了 Un )， .. , f (Bm) 是 两 两 不 同 的 . 
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因为 Res(9, 力 =(-17m"Res( 9)( 见 定义 ), 只 要 验证 关系 式 Res( 记 9g) 王 ago 
的 正确 性 就 足够 了 .为 此 ,引入 一 个 新 的 变量 Y, 并 在 有 理 分 式 域 P(Y) 上 考察 多 项 
式 Ι(Χ) Τί α(Χ) - Υ. 将 δει 换 成 bm 一 Y, 由 缮 式 的 定义 可 得 


Res{f,g—Y)={~-1)aygY"+...+ Ηββ(}, ο) 


是 一 个 关于 Y 的 m 次 多 项 式 , 首 项 系数 为 (一 1)"a?, 常数 项 为 Res(f,9). 多 项 式 了 (X) 
Ἡι α(Χ)--οίαι) 有 公 根 αι, 故 均 可 被 Χ--αι 整除 .根据 性 质 Rl1 有 Res(f,g 一 9(0i)) = 0. 

根据 贝 祖 定 理 ， 多 项 式 Res(f,g 一 7) 可 饿 οίαι) -Υ 整除 ，1 < i1<n. 由 于 我 
们 假定 g(ai) 是 两 两 不 同 的 , 故 Res(f,g 一 Y 了 )=a8 TT (αι) 一 了 ). 令 Y = 0, 即 得 所 


2 一 | 


需 等 式 . 口 
将 第 4 段 给 出 的 判别 式 的 定义 推广 到 非 首 一 多 项 式 的 情况 ， 令 


.. 
Ρ(/ - ο 1] (αι -- oo) = μ΄ |[(ω: -- -] ， αρ 5:0. 
1ςςίςτ 1-1 
R3 下 述 公式 成 立 : 
Ρ(β =(-1)* 7 oo!'Res(f, |’). (20) 
证 明 根据 πο, 
Res(f,f') = α) IIve 


f (αι) 一 αρ I [Co 一 αρ)» 
j#i ! 
这 是 在 下 述 一 般 公 式 中 令 X = ai 得 到 的 : 


X)=a0 > |[(X¥ -a), 


{--1 j#1 


而 /’(Χ) 可 对 乘积 Γ(Χ) = oo 1][(X -- αὐ) 求 导 得 到 ， 这样 


J=1 
τυ{τι--1 - 
Res(f,1) -- 3° [I To -on = αοί--Ἡ) η a8"? To -- αγγ 
?一 工 7 天 < 


1 


= ao(-1)* DD(f). Ώ 
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习 Β 
1. ἑν Κα. 11 8 Α. (9) 和 (10) 证 明 


Ἐπ. Ν | --1(πιοὰρ) 落 公 可 被 (p 一 1) 整除 ， 
0 (πιοάρ) 车 人 不 被 (p 一 1) 整除 . 


2 一 工 


2. 利用 牛顿 递 推 公式 和 克拉 默 公式 证 明 下 述 pk 通过 Sk 以 及 sk 通过 pk 的 表达 式 : 


名 1 1 0 0 0 
290 S1 1 0 
)θα 52 51 0 
| 41 一 ᾿ 
(κ 一 1)sk-: SK 一 2 Sk_3 Ὁκ--4 1 
ksk Sk_1 582 Sk_3 S1 
πι 1 0 0 
p2 pi 0 
1 Ps3 p2 Ρι 0 
ER 
Ῥκ-ι Ρε. Ῥκα Pxr-4 …' 1 
Pk Όγι Όκ-ο Ὀ 3 ᾿'': pi 


3. 设 cl,C2,C3 κ 954 Χο- ΧΙ 的 三 个 复 根 . 关于 扩 域 Q@(c99 -- οὐ) -- ὃν) 可 以 说 些 
什么 ? 

4. 特征 关 2 的 域 P 上 的 多 项 式 f(X1,… ,Xn) 称 为 斜 对 称 的 (或 交错 的 ), Ἐ Yr e Sn,(ro 
Π(Χι,::, Χα) = erf(X1,… ,Xn)( 其 中 er 是 置换 的 符号 ). 于 是 An 二 [|(Xi 一 Xi) κα 

1-ι 

对 称 多 项 式 的 一 个 例子 ,证明 任 总 斜 对 称 多 项 式 ΓΕΡΙΧΙ," ,Xn] 形 如 了 三 An.g, 其 中 9 是 
对 称 多 项 式 ， 

提示 : 将 了 有 作 条 数 取 自 PIXi,… ,XXn-1] 中 的 Xn 的 多 项 式 ， 由 于 作对 称 性 ， 当 Xn 一 
Xn_1 时 ， 于 二 0, 所 以 被 Xn 一 Xn 1 整除 . 

5. 利用 性 质 R2 和 多 项 式 分 乔 域 的 存在 性 ( 见 下 节 ) 证 明 


Res(fg,h) = Res(f,h). Res(9， 用 )， 


6. 用 习题 5 和 R3 推导 公式 


D(fg) = DID(9)[Res(f9)] . 
7. 结 式 Ἀορί᾽](Χ), Χ 一 a) 等 于 什么 ? 
8. 证 明 Ρ(Χ” ρα) -- (1)* nnan-l. 


9, 设 ](Χ) 二 X" ΕΧ᾽-ΞΗ... 111, 利用 关系 式 Χ᾽-1ι-{(Χ- 1) (Χ) 和 上 题 证 明 ， 
{πι--1){τι--2) 
D(f}=(-1) 3 


πι 3. 
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1. 基本 定理 的 叙述 ” 设 己 是 一 个 域 ，/ 是 已 上 的 任意 一 个 多 项 式 . 正如 在 51 
的 第 二 段 中 指出 的 ， f 确定 的 多 项 式 函 数 f : P 一 己 的 性 状 本 质 上 依赖 于 域 Ρ. 
特别 地 ， 只 要 degf > 0 并 对 尸 采 用 下 述 定义 ， 就 有 Imy = Ρ. 

ἘΝ 域 尸 称 为 代数 封闭 的 , 如 果 环 P[X] 中 的 每 个 多 项 式 部 可 以 分 解 成 线性 
因 式 的 乘积 . 

换言之 , 域 P 是 代数 封闭 的 ， 如 果 只 有 一 次 多 项 式 (线性 多 项 式 ) 在 已 上 是 既 
约 的 . 

如 果 任 一 多 项 式 | εΡΙΧ] 在 P 上 至 少 有 一 个 根 ， 那 么 ,， 域 已 是 代数 封闭 的 . 
事实 上 ， 这 时 有 f(X) = (X 一 a)jh(X),a € Phe PIX], 但 根据 条 件 ， 多 项 式 h 在 PP 
中 同样 至 少 有 一 个 根 ， 即 h(X) = (X 一 0)r(X),b € Pr € PIX]. 继续 这 个 过 程 ， 我 
们 终止 于 把 | 完全 分 解 为 线性 因 式 ， 由 于 f 是 任意 一 个 多 项 式 ， 那 么 域 P 满足 代 
数 封闭 性 的 定义 . 

尽管 下 述 命题 成 立 对 于 任何 一 个 域 P 都 存在 一 个 扩张 Ρ ΟΡ 使 得 巨 是 代数 
封闭 的 ( 施 坦 尼 获 定理 ), 但 一 开始 就 难于 掌握 的 不 仅 是 代数 封闭 扩张 的 结构 ， 而 且 
是 此 种 扩张 的 含义 本 身 . 特别 令 人 高 兴 的 是 ， 我 们 事实 上 有 一 个 显明 的 ， 非 常 重要 
的 代数 封闭 域 的 例子 ， 所 谓 代数 基本 定理 说 的 就 是 这 个 域 

定理 1 复数 域 C 是 代数 封闭 的 . 

现在 我 们 用 根 的 概念 再 次 叙述 这 个 基本 定理 . 

任意 一 个 次 数 nn 之 1 的 复 (或 实 ) 系数 多 项 式 f(X) 怜 有 nt 个 按 重 数 计算 的 
复数 根 . 

在 求解 代数 方程 还 是 代数 学 家 中 心 工作 的 时 代 ， 定 理 1 获得 了 “基本 定理 ”这 
一 极 高 的 称誉 今天， 定理 1 已 成 为 一 系列 重要 命题 之 一 . 

基本 定理 的 最 早 的 严格 证 明 是 高 斯 于 1779 年 给 出 的 .从 那 以 后 ， 出 现 了 许多 
各 种 各 样 的 ， 代 数 昧 道 不 同 的 证 明 . 在 某 种 形式 下 用 到 域 展 和 C 的 连续 性 质 ( 换 言 
之 ， 用 到 它们 的 拓扑 ); 甚至 还 有 完全 非 代 数 的 ， 基 于 复 变量 解析 函数 这 一 深刻 概念 
的 非常 简洁 的 证 明 . 现在 介绍 一 个 立足 于 数学 分 析 的 初等 知识 , 发 源 于 达 朗 贝尔 、 欧 

Y、 高 斯 、 柯 西 、 阿尔 网 等 人 的 思想 的 证 明 . 最 易 慌 的 氢 述 是 阿尔 冈 (Argand R.,1814 
年 ) 给 出 的 ， 从 那 以 后 几乎 所 有 的 代数 教科 书 中 都 采用 这 个 证 明 . 

2. 基本 定理 的 证 明 ”此 证 明 的 非 代 数 部 分 , 包含 在 两 个 辅助 命题 中 ,它们 可 以 
在 任何 一 本 分 析 教 科 书 中 找到 . 

1) 每 个 复 多 项 式 


f(z) = αρα" Faz 二 + 二 Qn_1Z 十 dn， τ, (1) 
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是 在 平面 Ὁ 的 任何 一 点 都 连续 的 函数 . (函数 ff: C 一 CC 在 点 z0 EC 处 连续， 如 果 
jim f(z2) = f(z0); 言 之 ， 对 于 任何 邻 域 V(f(zo0)) 都 找 得 到 一 个 邻 域 U0(z0) 使 得 对 
ΤΕ Τσε U(zo) 有 f(z) EV(f(z0)).) 

9) 每 个 在 紧 集 开 C 吏 ? 上 的 连续 函数 『 : 及 一 恨 都 在 Κ 上 达到 自己 的 最 小 
值 ( 索 集 即 闭 的 有 界 集 合 ). 

我 们 指出 ， 其 实 应 该 说 多 项 式 函 数 『: C 一 C 连续 ， 不 过 我 们 使 用 在 分 析 课 本 
中 通用 的 简洁 说 法 . 我 们 用 到 的 紧 集 将 是 某 个 半径 7 足够 大 的 贺 |z| 和 rr 的 值 以 后 
再 确定 .多项式 了 的 上 自由 项 un = 0 的 平庸 情形 不 子 考 虑 ， 因 为 此 时 | 有 根 zo = 0. 

为 了 从 几何 上 开 清 楚 证 明 的 思路 ， 我 们 来 想像 ΚΡ 中 对 应 于 方程 w = |f(z)| 的 
曲面 : 2 的 值 取 在 水 平平 面 Κ’ 上 ， 而 值 |f(z)| 取 在 与 Κ’ 垂直 的 ω 轴 的 正方 向 上 . 
f(z) 在 全 平面 C 上 的 连续 性 缠 含 者 |f(z)| 的 连续 性 . 需要 证 明 的 是 ， 我 们 的 曲面 上 
至 少 有 一 个 点 “ 落 在 " 水 平平 面 有: 上 (w = 0). 我 们 把 下 面 的 论述 分 成 几 个 步骤 . 

引 理 1 存在 正 数 7r ER 展 , 使 得 |f(z)| > |f(0)| 对 于 一 切 满足 lz >7 的 zeC 
成 立 . 

证 明 对 z 关 0 有 |f(z)| = |zl"*lao 十 g(z-!) ἯΞΠΗ φ(ω) = Qiu 二 aa 十 十 anam € 
σ[ω]. Νο 在 点 0 处 的 连续 性 推出 ， 存 在 这 样 的 实数 5 > 0, 使 得 |g(w)| « “οι 当 
lj «δν. ΤῈ 


HG 2 Jal"(laol -lo(z-90 > 5aollal" 


当 |z| > 6 时 成 立 , 因此 ， 剩 下 的 问题 是 选取 一 个 实数 ” > 6- 使 之 满足 不 等 式 


laolr” > 2]αῃ|. 口 

推论 (关于 最 小 值 的 柯 西 引 理 ) 对 于 任意 的 多 项 式 Fe Clz], 存在 zo EC 使 得 
μ (2ο)! = ἴπί |f(z)|. 

事实 上 ， 根 据 命题 2), 连续 函数 |f(z)| 在 图 D- = {z € Cllz| ς τ} 内 取 到 最 小 
值 ， 中 存在 zo € Dr 使 |f(zo)| = 2 fz) 但 由 于 |f(zo)| < |f(0)1, 而 根据 引 理 1, 
成 并 不 等 式 | 了 (0)| < ,ce f(z 所 以 |f(z0)| -- Πα). ΗΠ 

引 理 2 设 大 是 任意 一 个 整数 ， 天 之 1 并 设 疡 ECfz] 是 一 个 多 项 式 且 (0) ἑ0. 
那么 对 于 每 个 aE C* 存在 be C, 使 得 

la + beh(b)| < lal. 


证 明 从 多 项 式 h 的 连续 性 出 发 ， 存 在 5 > 0 使 得 当 |z| <5 时 |h(z) -- MO)| < 
Ey 这 使 我 们 得 到 对 于 a 十 z*h(z) = a 十 h(0)zk 十 z*(h(z) 一 h(0)) 的 佑 计 式 : 


a h(a) < la «ΜΟΝ + 5h(O)llal* 5 
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在 圆 |z| < ὁ 内 成 立 . 
现在 选取 复数 be C 使 得 


h(E -- -ία, Ο«1«1 
(下 面 我 们 将 对 实数 t 给 予 附加 的 限制 ) 根据 第 5 章 δι 的 定理 3， 只 需 取 ὁ 为 
-tah(0) 关 0 的 任意 一 个 上 次 根 即 可 .我 们 得 到 la + h(0)8*| -- (1 一 如 al 以 及 
ο ο ο ὦ) 联 立 ， 当 Il < 5 时 就 得 到 所 需 的 不 等 式 .对 于 


t 二 --Π(θ)α” το. 施加 限制 t < |π(Ό)α-1|65 就 可 以 保证 15| < δ. 于 是 把 值 z = ὁ, |ἱ «5, 
代入 (*) 式 ， 我 们 终于 得 到 


la + beh(b)| < (1 —t)lal 十 >tla = ( 一 σε) |α] < lal. 口 


推论 ( 达 朗 贝尔 - 阿尔 网 引 理 ) 设 f(z) 是 C 上 的 正 次 数 多 项 式 ， 那 么 对 应 于 
每 个 使 f(c) 关 0 的 点 cEC, 部 有 一 个 点 c EC 使 


Fe) < Ho 
证 明 多 项 式 /(z + o) 与 f(z) 一 样 不 是 常数 ,将 f(z + ο) 按 的 方 土 展开 : 


f(zt+e)= f(c) + ὅκα” torrz tT ++ bn2", ὂκσθ. 


Γ{2-- ο) = f(0) + zh(z), 
其 中 
h(z) 一 pk 十 pgHi2 十 十 κ... μ(0) A 0. 
在 引 理 2 的 公式 中 代入 值 a = f(c) 去 0, 我 们 可 以 断定 存在 be C, 使 得 c =5 十 c 时 
有 不 等 式 
fle)| = Ι1(0 -ε ο)! -- |f(0) + δ Μο)! < |7(ο)|. α 
几何 意义 : 如 果 在 曲面 = f(z) 上 存在 一 个 严格 位 于 平面 w=0 上 方 的 点 ， 那 
么 在 曲面 上 必定 存在 另 一 点 离 平 面 w 二 0 更 近 . 
基本 定理 (定理 1) 证 明 的 完成 ”根据 引 理 1 的 推论 ， 存 在 这 样 的 点 σο EC, 使 
得 对 于 一 切 z e C 有 |f(zo)| < |1(α}|- 3 f(z0) 0, 则 如 引 理 2 所 断言 的 ， 必 存在 
20 Ες, 使 得 |f(z0)| < |f (zo) 这 是 一 个 地 盾 ， 口 
暂 日 不 对 所 述 证 明 的 缘由 做 任何 解释 ， 我 们 给 出 一 个 与 引 理 1 明显 类 似 的 
引 理 3( 关 于 最 高 次 项 的 模 的 引 理 ) 设 f(z) 是 形 如 (1) 的 具有 任意 的 复 系 数 
Q0),Q1,… ,Qnn 1, 的 多 项 式 . 令 4 = max(lail,:… ,lan|),7 -- faol -1. 8528 
|2|»τ 时 有 不 等 式 


laoz"| > |a1z” ----- η. 12 1- απ. 
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A 


证 明 ΗΝ |z| > τ, 得 到 lao| > ΠΤ 由 此 ， 根 据 复数 模 的 运算 法 则 ( 见 第 5 
ΞΕ 81) 我 们 得 到 
nm ι- Αι. ΑΣ" -- 1) 
|402"] = laollzl™ > Zi> a 
= 4(z|" 十 … 十 |z| 二 1) 2 ]αι||2|-; 1-:''1-]|αη..1]}2| 1- [85| 
= |aizn | 十 十 |an_i1Z| 十 |an| 寡 |a1z" 十 .十 an_1z 十 an|. 口 


推论 1 设 次 数 n 之 1 的 多 项 式 (1) 是 实 系数 的 ， 那么 对 于 一 切 绝对 值 足 够 大 
的 E 民 (实数 ),f(x) 9 ΔΣ 5 δι 2ΚΔ αρα" 的 竺 号 一 致 

推论 2 实 系数 的 奇 次 多 项 式 必 有 实 根 . 

证 明 由 于 次 数 n 是 奇数 ， 多 项 式 映射 :及 一 及 的 最 高 次 项 αρα" 对 于 正 的 
和 人 负 的 z e κ 取 相 异 的 符号 ， 取 绝对 值 足够 大 的 α, 根据 推论 1 断定 ， f(z) 将 取 相 
ἘΣ. Ἐπί, τ ao > 0, 则 f(r) < 0 而 f(r) > 0, 其 中 7 是 引 理 3 中 所 取 的 
实数 . 根据 波 尔 查 诺 - 柯 西 中 值 定理 ， 在 闭 区 间 [--τ,τ] 上 连续 而 在 其 两 端 取 相 异 符 
号 的 连续 函数 f, 必 在 区 间 的 某 点 处 取 零 值 ，3c es [--τιτ], 使 Fe) = 0( 事 实 上 ， f(z) 
取 遍 介 于 F(-7) 和 f(7) 之 间 的 一 切 值 ). 同样 的 论述 也 启用 于 ao «0. 口 

3. 基本 定理 的 又 一 个 证 明 ”在 第 2 段 中 引入 的 定理 1 的 基于 几何 直观 证 明 ， 
不 仅 给 热爱 代数 的 读者 留 下 了 不 满足 的 感觉 ， 也 给 20 世纪 的 数学 家 们 不 满足 的 感 
党 . 难怪 高 斯 一 遍 过 地 思考 基本 定理， 并 整整 给 出 了 四 个 证 明 . 企图 最 少 地 用 数学 
分 析 ， 而 最 大 限度 地 用 代数 方法 来 进行 论证 . 这 种 “代数 的 ”证 明 上 及 端 于 欧 拉 、 拉 
格 朗 日 、 高 斯 和 拉 普 拉 斯 ， 后 来 获得 了 与 伽 罗 瓦 的 一 般 理 论 相 一 致 的 典范 形式 , 我 
们 一 点 都 不 涉及 伽 罗 瓦 理 论 ， 只 和 布 望 感 受 我 们 网 知 的 技巧 的 风格 . 整个 证 明 分 成 
两 部 分 . 

1) 对 于 任何 次 数 πο 1 的 多 项 式 | ε Ρο 都 存在 一 个 分 裂 域 ， 即 域 P 的 
一 个 最 小 扩张 F, 在 Ε 中 含有 多 项 式 了 的 全 部 根 . 记 作 Ρ = Ρ(ωι,::: ,Un) 以 及 
f(z) = αρίΖ — U1)(z 一 22) (ZC— Un). 

为 方便 起 见 ， 我 们 还 认为 f 是 首 一 的 (ao = 1). 对 于 每 个 多 项 式 | ε Ρ|2], 分 裂 
域 FD Ρ 的 存在 性 及 精确 到 同 构 的 唯一 性 ， 乃 是 泛 代 数 结构 的 一 个 推论 ， 我 们 将 在 
[IBA] 中 谈 到 泛 代 数 结构 ， 回 忆 在 第 4 章 83 第 2 段 中 剩余 类 环 Ζει 的 构造 ， 这 种 
泛 代 数 的 结构 与 基本 域 Ρ 的 特性 无 关 ， 唯 一 性 一 般 并 不 需要 . 作为 一 个 例子 ， 我 们 
指出 民 上 的 多 项 式 α΄ 151 的 分 裂 域 是 复数 域 C. 

2) 如 果 为 了 不 使 叙述 变 得 困难 ， 我 们 承认 第 1) 部 分 ， 那 么 第 2) 部 分 就 成 为 我 
们 熟知 的 一 般 原理 (数学 归纳 法 原理 及 过 渡 到 对 称 函 数 的 原理 ) 的 一 个 极 好 的 应 用 实 
例 ， 我 们 来 给 出 全 部 组 市 . 

根据 代数 封闭 域 定义 后 面 的 注 记 ， 必 须 确定 多 项 式 (1) 至 少 存 在 一 个 复 根 . 首 
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先 假定 它 的 系数 都 是 实数 ， 同 时 不 失 一 般 性 假定 ao = 1,an 0. δὲ 
deg | = 2™'no, 


其 中 no 是 奇 整数 ， 如 果 m = 0, 那么 根据 引 理 2, 多 项 式 f 有 实 根 . 对 πι 实施 归纳 
法 ,我们 认为 定理 对 于 一 切 次 数 为 2™ ns, τύ < m 一 1 的 实 系 数 多 项 式 成 立 (对 于 奇 
数 因 子 τρ 不 加 任何 限制 ). 我 们 指出 ， 根 据 引 理 3 的 推论 2, 对 应 于 值 m = 0 的 归纳 
法 出 发 点 已 成 立 (唯一 的 一 处 非 代 数 性 质 ). 

我 们 来 考察 多 项 式 (z? + 1)f(z) 的 分 裂 域 ,根据 1) 这 个 域 存 在 且 包 含 C 作为 
其 子 域 ， 设 山 ,… ,un 是 多 项 式 f 在 下 中 的 根 . 我 们 考察 FF 中 的 元 素 


Vij 二 Ui 十 a (us 十 ἀρ), Ἱσίςτ]ςτ, (2) 


其 中 a 是 某 个 固定 的 实数 . 或 许 应 该 写成 vi;(a), 但 我 们 不 这 样 写 ， 为 的 是 不 使 记号 
太 复 杂 ， 形 如 (2) 的 元 素 的 个 数 τ’ 等 于 


1 -. | ， ) es 1) non -1) ~ πο μμ, (3) 
其 中 no λε 5} πε δα. 
环 ΕΣ] 中 的 多 项 式 


Γα(2) 一 {| (2 一 ij) 一 ρα 十 δισ -ἲ 十 … 十 D 
ln 


的 次 数 是 τ΄, 而 根据 定义 ， (2) 中 的 全 体 元 素 恰 是 它 的 全 部 根 . 根据 δι 中 的 韦 达 公 
式 (19), 多 项 式 fo(z) 的 系数 ἐι,--: ,bn', 精确 到 符号 是 υι; 的 初等 对 称 郴 数 sg. 在 
θε (01ο, V13; ;Vn-1n) 中 代入 元 素 vi; 用 wi,… ,un 表 出 的 式 子 ， 我 们 就 得 到 函数 


ερ, , Un ) 一 Sk(. ; Ui; Γαία, 十 也 六， k 一 工 ... 
它 仍 是 对 称 的 . 其 实 ， 对 于 任何 置换 πε Sn(Sn 是 nn 阶 对 称 群 ) 我 们 令 
που] = πο απ + OUrG) + απ) = Όπρ),π() 


(或 者 wd πο, 如 果 π(ϐ) > π(}) 的 话 ), 因此 置换 r 诱导 出 元 素 (2) 的 集合 上 的 一 个 
置换 π. 根据 对 称 性 ， Sk (V12, V13,* , Un—1,n) 在 目 变 量 的 置换 之 下 不 变 ， 因此 
(πο [Ἠκ)ίωι,:--: ,Un) --βκ(πουιρ,πούυια,:'' 3 5 Vn ln) 
一 Sk (V12, V13, .. ,Un 1η) 一 hk(ui, ΤΣ; ) Un )- 


我 们 指出 ,hx (wi,… νά) 是 仅 与 a Ee RR 有 关 的 实 系数 对 称 多 项 式 hp(X1,:… ,Xn) 当 
Xi = Wi,? 一 1,..: » ΤΟ, 时 的 值 . 
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根据 对 称 多 项 式 基本 定理 (82 的 定理 1), 存在 实 系数 多 项 式 gr(Yi,…… ,Yn) 使 得 
hx(X1, ~ , Xn) 一 οκ(8ι(Χι, .. πλ, μμ -Βγ(.Χι, ορ, ) Κπ)). Ἡ[ ΠΙ, 


(--1)λὸν 一 πμ. , Un ) = gk(S1(W1, , Un) πο. , Un )) 


--φκί-αι,':' ,(—1)"an) εξ 


(其 中 ，wi 是 首 一 多 项 式 fe RIz] 的 系数 ). 

于 是 ， 对 于 任意 a € Κ., 多 项 式 fu(z) 的 系数 bs 都 是 实数 . 因为 deg fo = 7 -- 
2m-170( 见 (3) 式 ) 根据 归纳 假设 ，f。 必 有 一 个 复 根 ， 此 根 当 然 应 与 数 vi; 中 的 一 个 
重合 .改变 我 们 的 参数 a ε Ε, 得 到 另外 的 实 系数 多 项 式 fa(z). 对 应 于 这 些 多 项 式 
中 的 每 一 个 ， 都 有 一 对 指标 i < 7( 依 赖 于 α), 使 得 元 素 vi; = wiujy 二 a(wi 二 4;) EF 


ΛΑ 的 于 域 C ΠΠ. 由 于 共有 | | 个 不 同 的 指标 对 i < j, 而 实数 ce 及 有 无 


穷 多 个 ， 所 以 存在 两 个 不 同 的 实数 α,α’, 确定 了 同一 对 指标 ， = 1,7 = 2( 这 只 是 根 
wi, … ,Un 的 编号 问题 ), 对 于 这 对 指标 


111419 二 a(ui 二 WU2) -- ο, 


&W1U2 十 Q (UL 十 WU2) -- ο (α -ἐ α’) 


是 复数 .从 这 个 方程 组 推出 


ο-- α ο- 6 


Ul 二 U2 = 一 一 一 ， ιο π- ο- α 
σα -ᾱ 


属于 域 C. 这 时 ， 元 素 wua 是 复 系数 二 次 多 项 式 
(2 一 Ma)(z 一 2) 一 和 5 一 (ua 十 ua)z 十 MUa 


的 根 . 根据 已 知 的 公式 


Ul 二 U2 μα] 十 U2 : 
U1,U2 二 一 Fg 一 土 ΠΕΝ - 19, 


ul, uz 也 是 复数 . 于 是 , 对 于 所 考察 的 实 系数 多 项 式 f(z) 我 们 找到 了 甚至 两 个 复 根 ， 
现 设 f(z) 是 具有 任意 的 复 系数 的 形 如 (1) 的 多 项 式 (可 以 认为 ao = 1, 但 这 并 
不 重要 ). 把 全 体 ai 都 改变 成 它们 的 复 共 入 数 ， 我 们 就 得 到 多 项 式 


f(z) -- ποχ" ειστε... }- Gn-12 十 tun. 


引入 多 项 式 
e(z) = f(z)f(z) 一 egz2 + ει} }--.' eon, 
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它 的 次 数 是 2n, 具有 系数 


Εκ 一 QiQj) Κ--0.1,-:: ,2n. 
i+j 二 k 


η ΤΘΕΟΨΠΙΚΉ > 一 z 是 域 C 的 2 阶 自 同 构 (38 5 δὲ 51 定理 1), 所 以 酌 = 》 ἄναι - 
4 十 了 一 天 


ο, 这 就 表明 εν επ. 根据 已 证 明 的 事实 ， 实 系数 多 项 式 e(z) 至 少 有 一 个 复 根 ο- 
floOFo =e =0 


由 此 推出 ， 要 么 ffe) = 0 从 而 定理 获 证 ， 要 人 么 f(c) = 0, 即 αρσ' 十 aicn 十 :十 
ἄμ, ιο-- ἂν = 0. 对 等 式 两 边 取 复 共 罗 ， 我 们 得 到 αρδ” Γαισ "ιαπ. ιδ απ 二 0, 
即 Fe) = 0. Γ 
域 C 的 代数 封闭 性 (同样 地 ， 多 项 式 存 在 分 裂 域 的 事实 ) 适宜 于 用 来 解决 各 种 
问题 . 
例 设 5S0(f) 是 多 项 式 Fe CIX] 的 一 切 不 同 的 根 的 集合 ， 而 δι( 是 它 的 一 切 
< 单位 ”的 集合 ， de 51(f) --» f(qd) = 1. 现 设 f,g 是 CIX] 中 的 两 个 多 项 式 . 求证 


So(f)= δο(ο), ι(}) = $1(9) --» f(X)= ο(:Χ). 


由 于 显然 有 So(f) 门 51(f) = σ, 所 以 根据 δι 的 结果 只 需 证 明 |δο(Ρ{}5ι(Ρ)| 2 
n 十 1, 其 中 n= degf. 根据 定理 1 


f(X)=ao[[(X—e)”, fFX)-1=a0[[(X -aj)’, ci,d; eC 

一] 7 一 ] 

其 中 
> si=n=  ντμς]δοβ| US A). 

根据 81 定理 5, 我 们 有 

fF(X) = (F(X)—1) - Τά -- απ |] - η] ΛΑ), 
| 4 一 1 j=1 
因此 (π-- ν) -- (α-- μ) < degf(X) =n 一 1. 从 而 


ν--μ2τι-1. 


”代数 基本 定理 的 新 证 明 不 时 地 出 现 ， 成 为 先进 数学 思想 的 应 用 实例 ， 我 们 注意 一 下 
拓扑 的 证 明 ， 其 中 用 到 同 伦 、 映 射 的 阶 、 曲 线 的 阶 、 临 界 点 等 概念 ， 可 从 下 述 初等 
入 门 教科 书 中 了 解 这 些 概念 ， 
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1. 及 [ 瑟 ] 中 的 因 式 分 解 ”从 §3 的 定理 1 推出 ，C[X] 中 的 每 个 n 次 多 项 式 可 以 
唯一 地 (精确 到 因子 的 次 序 ) 写成 如 下 形式 : 


f(X)= a(X —c)(X—c)...(X - en), 


其 中 a 关 0,ci,… ,cn 是 复数 . 现 设 (XX) = XX 二 a1" 十 … 十 an-1 关 十 an 是 具 
有 实 系数 a1,… ,an 的 首 一 多 项 式 ， 并 设 ο 是 它 的 一 个 复 根 : οξα-ίυνυσθ. 对 
于 关系 式 f(c) = 0 施行 复 共 轿 自 同 构 ， 如 同 在 53 定理 1 的 第 2 个 证 明 中 所 做 的 那 
样 ， 我 们 就 得 到 18) = 0, 因为 & = ai. 于 是 ， f(X) 被 二 次 多 项 式 


α(Χ) --(Χ--ο)(Χ --Ο) -- Χ᾽--(οἼ-ο)Χ-ος-- Χ᾽--2ωΧἠ-(ω΄ -- υ”) 


整除 ，9(X) 的 判别 式 是 负 的 ，D(g) = 4ω’--4(ω’ -υ) = -4υ’ «0. 443 D(g) «0 
等 价 于 二 次 多 项 式 σε ΚΙΧῚ 在 民 上 是 婚约 的 . 

其 次 设 有 是 多 项 式 f(X) 的 根 c 的 重 数 ， 而! < 是 根 5 的 重 数 ， 那 么 F(X) 被 
多 项 式 g(X) 的 1 次 蜂 整 除 : 


f(X) = α(Χ)'α(Χ). 


及 [X] 中 的 两 个 多 项 式 的 商 α(Χ) 还 是 ΕΙΧ] 中 的 多 项 式 ， 并 且 当 κ» ! 时 ， 元 素 
c EC 是 它 的 & 一 i 重 根 ， 同 时 6 却 不 是 根 但 是 我 们 已 经 看 到 这 是 不 可 能 的 ， 这 表 
ΒΗ ==1(l 之 kk 时 可 作 类 似 处 理 ), 于 是 ， 民 [X] 中 的 任何 多 项 式 的 复 根 都 是 两 两 共 斩 
的 ， 对 于 唯一 因子 分 解 整 环 及 [X] 的 元 素 下 述 论断 成 立 . 

定理 1 任何 一 个 首 一 nn 次 多 项 式 fc 及 [X] 都 唯一 地 (精确 到 因子 的 次 序 ) 分 
解 成 m < nn 个 对 应 于 实 极 c1,… ,cm 的 线性 因 式 Χ-ο 以 及 一 个 对 应 于 复 共 
示 根 对 的 二 次 既 约 因 式 的 乘积 . | 

注 记 1) ΚΙΧ] 中 的 既 约 多 项 式 要 么 是 线性 的 ， 要 么 是 具有 人 负 判 别 式 的 二 次 多 
项 式 . 

2) 用 定理 1 的 符号 ， 我 们 有 
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也 就 是 说 ， 判 别 式 的 符号 由 复 共 入 根 对 的 数目 决定 . 这 个 等 式 可 以 直接 从 判别 式 的 
定义 得 到 ， 也 可 以 从 52 练习 6 的 公式 得 到 -- 
例 1 9(X) = Χ’' 1, 由 于 9(X) 没有 实 根 ， 而 其 复 根 ck = σοῦ στ 


-4 
TL 


2n -7,1 < kk < 2n( 按 第 5 章 $1 中 的 公式 (16) 确定 ), 都 是 单 根 ， 所 以 ο(Χ) 的 
实 婚 约 因 子 的 指数 都 是 1. 显然 Οκ --Οὐη-1-.Κ) κ --1,.-: ,Nn, 从 而 (Χ - ca)(X δρ) -- 


Χ2- (260: 一 二 XX 十 1, 所 以 


LS1n 


- 26 --1 
αυ... ο π αχ ναι (1) 
πάν] 2η 


2.6 上 和 及 上 的 最 简 分 式 “现在 ， 当 我 们 知道 了 在 C 上 和 在 及 上 婚约 多 项 
式 的 一 般 形式 之 后 ， 自 然 要 回 到 最 简 分 式 (第 5 章 5459 ΒΖ) 的 问题 ， 因 为 这 个 问 
题 在 积分 理论 中 是 重要 的 . 我 们 知道 ， 首 一 既 约 多 项 式 在 C 上 形 如 关 一 c, 在 RR 上 


形 如 X2 Tax+b 或 和 _c 因此 ，C 上 的 最 简 分 式 形 如 [Rm YE C, 民 上 的 最 


、 -- ας -- f 
简 分 式 除 上 述 形式 外 ， 还 要 添加 形 如 7x5 ως στι 的 分 式 . 当 我 们 把 真 分 式 / 


展开 成 C 上 或 及 上 的 最 简 分 式 之 和 时 ， 如 果 分 子 9(X) 的 典范 展开 式 已 知 ， 方便 的 
办 法 是 待定 系数 法 . 我 们 通过 一 些 例子 阐述 这 个 方法 . 


例 2 若 g(X) 一 (X+1)2(X?+1) 是 恨 上 的 典范 展开 式 ， 那么 对 于 分 式 ΠΤ 
我 们 有 
1 Ν α ϱ 了 天 十 0 
χΧεπλΧ;{η (XI Fil Xt 
其 中 系数 a, 8,7,6 εξ 待定 ， 用 α(Χ) 乘 此 等 式 两 边 ， 得 到 
1--α(Χ2-ε1} 4} β(Χ-1)(Χ} 1} -(Ω.Χ 1 δ)(Χ 1-1)». (*) 


现在 比较 1,X,X?,X3 的 系数 ， 我 们 得 一 个 有 4 个 方程 和 4 个 未 知 数 的 非 齐 次 线性 
方程 组 
a 十 “1 十 ὃ -- 1. 
B+ γε 20, 
αι b+ 27+ ὃὁΞ0, 
B+ Ύ 一 0. 


这 个 方程 组 自然 是 相 容 并 且 确 定 的 , 这 可 从 第 5 章 84 的 定理 3 推出 . 解 方程 组 ， 就 
得 到 结论 


1 ] 1 Χ 


KTCX5TT ΧΧ επ ΧΧεη ΧΚτη 
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更 聪明 的 办 法 是 ， 直 接 代 入 和 的 具体 数值 -1,i 到 (κ) 式 中 (-1 是 既 约 因 
子 的 根 ). 立刻 得 到 a = ο (0 + 92 -1,εζη- -56 二 0. 当 X=0 时 就 得 到 关 
于 6 的 关系 式 . 

例 3 设 degf(X)<n,g(X)=(X— cn)(X— cc) (人 一 cm) 其 由 cc 


; Cn 
是 C πὰ Κα 中 的 两 两 不 同 的 元 素 、 那 么 
f(xX) αι ΜΝ Cn 
(Xe (Xo) Re TX 
因此 
= Στοκ — C1)-:: (Χ-οΙ)(ΟΧ -Οεει)-::(Κ--οη). 
当 针 =cx,l1 kn 时 有 
fck) = Qk(Ck 一 ci "(ος ~— Ck-1)(Ck 一 Ch) τοι — Cn), 
而 由 于 Ν 
σ(Χ) - Ὁ (Χ--ο)-::(Χ--ο--1)(Χ--οκµ)’'(Χ-- οὐ), 
k=1 
所 以 
το} οι) Eh 
.. 6 (οι) ᾿ -- ~ 
结果 得 到 拉 格 席 日 公式 
fH(X) _ Πα) Ἢ 
g(X) | Σ ϱ/(οκ)(Χ 一 cp) 3 


它 与 81 的 拉 格 天 日 播 值 公式 (4) 有 直接 关系 .实际 上 ， 如 果 在 (2) 中 用 g(X) 3ΕΙΗ 
边 并 令 f(cx) = br, 那么 束 得 到 81 的 公式 (4). | 
在 分 式 一 ~ ΓΦ ὁ ΠΗ͂Σ g(X) = Χ”'.-1, 例 1 及 公式 (2) 表明 


2τι 
1 - 1 》、 Ck 
X2n 二 1 2η. --- Χ--ος 


这 是 C 上 的 最 简 分 式 展开 ,因为 g(X) = 2. Χ᾽'-Τ, φ (οκ) = χπος οἰ" -- -2πος". 15 
含 复 共 e 系 数 的 被 加 项 合并 ， 我 们 就 得 到 民 上 的 最 简 分 式 展开 : 


1 


28 一 1 
1 τι ο a 1 τι ΤΣ 
k κ 
x 二 =: 2k 一 
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3. 多 项 式 的 隔 根 问题 ”我 们 把 多 项 式 /es RIX] 看 作 实 变量 z 的 实 函 数 z 一 
f(x), 并 在 平面 直角 坐标 系 τον 中 画 出 此 沙 数 的 图 像 ， 多 项 式 f(X) 的 实 根 (或 说 
函数 (9) 的 零点 ) 对 应 于 图 像 与 zx 轴 的 交点 的 横 坐 标 (图 25)， 应 该 想到 ， 代 数 方 
程 f(x) = 0 的 根 位 于 极 值 点 之 间 (或 者 恰 在 极 信 点 处 ), 而 极 值 点 本 和 喘 是 更 低 次 方程 
f(z) = 0 的 根 . 

实践 中 常常 遇 到 的 第 一 个 问题 , 是 确定 实 根 的 界 , 也 就 是 说 确定 一 个 开 区 间 α < 
rz<b, 使 尼 合 有 所 给 多 项 式 f 的 全 体 实 根 . 事实 上 ， 从 83 的 引 理 3 我 们 已 经 知道 ， 
当 |z| > [ασ] 十 1 时 (ao 是 最 高 次 项 系数 ， Α--τιαχ(|αι],-:: ,|an|)) ΒΒἘΚ f(z) 不 取 堆 


值 ， 即 使 考虑 复 平 面 也 是 如 此 . 根 的 更 精确 的 界 在 习题 1~4 中 给 出 . 


图 25 


多 项 式 的 隔 根 (或 根 的 分 离 ) 的 一 般 问题 是 这 样 提 的 : 对 于 每 个 实 根 ， 指 出 一 个 
仅 含 这 一 个 实 根 而 不 含 其 他 实 根 的 开 区 间 ， 男 一 方面 ， 对 于 每 个 开 区 间 ， 指 出 含 在 
此 区 间 内 的 实 根 的 个 数 . 

对 这 个 问题 的 最 早 的 令 人 满意 的 解答 是 斯 图 姆 1829 年 给 出 的 ， 斥 党 有 点 不 狂 
七， 在 叙述 相应 的 定理 及 其 证 明之 前 先 引 入 一 些 必 要 的 定义 ， 

定义 1 设 S5S = {cl,… ,Cm} 是 一 个 非 零 实数 的 有 限 序 列 ， 并 设 ν(6) 是 使 
CiCi4l1 «0 的 脚 标 1 区 i 区 m 一 1, 的 数目 ， 那 么 V(S) 叫 作 数 列 5 中 的 变 号 数 ， 如 
果 数 列 τς. Ας, ν(5) 理解 为 从 ο 中 删除 零 后 得 到 的 数列 5’ 中 的 变 号 数 . 

例如 ，V({1,0,2,0, 一 3,4,0,0, 一 2}) = 3. 今后 , 不 失 一 般 性 总 假定 我 们 所 讨论 的 
实 系数 多 项 式 没 有 重 根 ， 这 件 事 ( 见 81 第 4 有 段 末 ) 总 是 可 以 办 到 的 . 

定义 2 非 零 实 系数 多 项 式 的 有 限 序 列 


Γο(2) = f(z), ΓΠι(α)» --- (2) (3) 
叫 作 关于 多 项 式 f(x) ΑΡΙΙ ΙΙ [α,δ]ία «α«ὐ) Ε4ὐ 斯 图 姆 组 (或 斯 图 姆 序列 )， 如 
ΕΚ ΝΟΣ 
i) 最 后 一 个 多 项 式 )ε(Χ) 在 [α, δ| 上 没有 根 ; 
1) jajjo 0: 
11) ΣΥ ΤοςεΙα ηλ ]ςκκςς-τ,)κ(ο(Ξ-0θ λἉ {κ ι(ο)}εει(ςο) «0: 
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iv) 若 对 于 ce [a,b|lf(c) = 0, 则 乘积 [ο(α)ῃ(ϱ) 8 了 递增 经 过 点 ο Πλ. } ΠΕ 
到 正 号 换言之 ,存在 6>0, 使 得 TeE(c-6c) 时 ， Κία)᾽ῃι(α) «0 πα ε(ο,ο- ὃ) 
时 /οία)}ι(α) » 0. 

我 们 指出 斯 图 姆 组 (3) 的 相 邻 多 项 式 在 lo, 上 没有 共同 的 根 : 如 采 fk-1(c) = 
fr(c) = 0,k 之 1, 那么 [ε-ι(ο)]ερι(ο) = 0, 与 条 件 11) 矛盾 . 

为 简单 起 网， 记 


Ve = Ve(f) 一 ν({7ο(ο), 万 (c)， .. , fs (0)}), ος [a, ὑ]. 


定理 2( 斯 图 姆 ) Κατι 21 4355 57 Α, f(z) 在 开 区 间 (α, ϐ) 上 的 根 的 数目 等 
ο Τα τα -- Ἡν, ΜΡ γα, WW ΠΤ 8 ΒΞ ἐὴ ἈΠ ἀδ4Η (3). 

证 明 斯 图 姆 组 (3) 的 多 项 式 在 [α, ο] 中 的 相 异 实 根 的 全 体 把 团 区 间 [α, δ] 分 成 
一 些 子 开 区 间 (α;,α;ῃι), 满足 a = ao «αι <… < am = bb, 在 这 些 子 开 区 间 中 任何 
多 项 式 f,0 < i <s 都 没有 根 ， 我 们 将 比较 对 应 于 不 同 的 点 ce (aj,Qj+1) 的 值 νε. 

开始 取 ce (αρ, αι), 那么 fo,… ,fs 在 (αο; ο) 中 都 没有 根 . 根据 波 尔 碍 诸 - 柯 西 中 
间 值 定理 ，f(a0)fi(c) > 0,0 < i < s. 当 对 于 一 切 ifi(c) σε 0 ΠΒ 所 (ao)fi(c) > 0, 由 此 
推出 να, γε. 如 果 对 于 某 个 kf(ao) = 0, 则 根据 斯 图 姆 组 的 性 质 让 i 必 有 去 0,s. 
根据 性 质 πι), 我 们 有 fr-i(ao)fkri(ao) < 0. 同时 ，f_1(7z) 和 γογι(ῳ) 在 (αο, ο) 中 
没有 根 ， 所 以 由 波 尔 至 话 - 柯 西 定理 ，fkx_i(ao)fk_1(c) > 0 Β. frri(ao)fkti(c) > 
0， 这 表明 {κ ι(ο)ῇ]κει(ο) < 0. 我 们 得 到 下 述 结论 ， 在 计算 Να 和 νε 时 ， 子 序列 
Γκ. ι{αρ), 0, Γκ νι(αρ) 和 {κ--ι(ο), Γκ[ο), }ε-ι(ς) 不 依赖 于 }κ(α) 的 值 而 具有 同样 的 作用 
(都 给 出 一 次 变 叶 ). 这 件 事 对 于 一 切 使 六 (ao) = 0 的 成立， 因此 νι = νι. 类 似 的 
讨论 适用 于 男 一 个 边缘 开 区 间 中 的 点 : 


ΟΕ (αι ι, ἂπι) 5» Νε = να... 


现在 设 εε (α;..ι.αγ).ο 二 (Qj;, αἲ κι) 是 两 个 相 邻 的 开 区 间 中 的 点 ， 上 < 7 < 
m -- 1( 图 26). 与 上 述 相同 的 讨论 指出 ， 如 果 f(aj) 天 0, 友 = Ve 


图 26 


在 fo(a;) = f(a;) = 0 的 情况 下 ， 第 一 次 出 现 差 别 . 事实 上 ， 根 据 条 件 iv) 我 
[ΠΗ fo(oO)fi(ec) < 0 和 和 fo(e fi(c) > 0, 即 在 子 序 列 fo(c), Πίο) 中 有 一 次 变 号 而 在 
子 序 列 Πίο), π(ώ) 中 无 变 号 . 同时 ， 我 们 前 面 的 讨论 表明 ， 对 于 kk > 1, 在 子 序 


列 ᾗ (ο), (ο), fri(c) 和 太太 (en Ρε{ι(ο) 中 的 变 号 数 是 一 样 的 ， 于 是 若 
f(a;) 一 0, 则 Ve 一 Ve -- 1. 
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固定 点 ck Ε{αι ι.αµ),1 ς Κα «γι, 并 写 出 恒等式 
m—1 
να - νι 一 (Va — Vei) 十 ὃ (Ve — ψεκιι) + (Το, 一 νι) 
k=1 


已 知 两 端 括号 中 的 表达 式 等 于 等 ， 同 时 


ν ν - 0, Ἅτ/[ίαν) 0. 
人 1, Ἔπ᾽ίακ) = 0. 


在 闭 区 间 [α, ὁ] 中 多 项 式 f(x) 没有 其 他 的 根 (根据 结构 ， 斯 图 姆 组 的 多 项 式 的 全 部 
根 都 落 在 点 a0,a1,… ,am 上 ). 求 和 之 后 得 知 差 να 一 νε 等 于 多 项 式 f(x) 在 开 区 间 
(α, ὁ) 内 的 根 的 数目 . 口 

为 了 应 用 所 证 的 定理 ,必须 学 会 对 于 每 个 具体 的 实 多 项 式 f(z) 构 作 斯 图 姆 组 . 
”最 常用 的 是 标准 斯 图 姆 组 , 它 可 用 我 们 在 第 5 章 中 学 会 的 欧 几 里 得 算法 稍 加 改变 得 
到 . 即 在 第 5 ΒΕ 83 中 的 序列 (5) 中 ， 从 ja(z) = /zh(z) = f(z)( 多 项 式 的 导数 ) 
开始 ， 逐 次 取 余 式 并 冠 以 相反 符号 作为 该 组 的 多 项 式 ， 准确 地 说 ， 令 


jz) = f(z), f1(7) = f (2) 
fo(x) = ᾳι(α)}ι(α) — δία), degj < degfi; 


fr_i(7x) = ηκ(α)[κ(α) — Ρερι(α), degfr+r1 < degfrx:; 


fs~1(7) = η«(α) [ε(α). 
根据 定义 fs(x) = g.c.d.(f, 7’) 是 非 零 常数 ， 因 为 我 们 假设 f(z) 没有 重 根 (如 采 我 们 
事先 不 知道 这 一 点 ， 则 在 得 到 函数 组 (4) 之 后 将 其 转换 为 g(x) = πο οςκς ος. 
定理 3 上 述 构 作 的 函数 组 


Γο(5) = f(z), fi(z)= Τα), ία), .:, Δία) (5) 


是 斯 图 姆 组 . 

证 明 根据 假定 ,性质 成 立 , 而 性 质 i) 从 f(z) = const 关 0 推 出 .大 fk(c) = 0, 
则 从 (4) 可 见 ， 峻 i(c)fryi(c) 0 并 且 fyilc) = 0 当 且 仅 当 fi(c) = 0. Πατ 
是 如 此 ， 则 0 = {κ ι(ο) = [κο = ji(c) = fk+2(0) ==… Ἡ fs(c) 0. 于 
是 Ρε ι(ο)}Ὠγ1(ο) < 0, 得 到 性 质 πι). 最 后 ， 假 定 对 于 某 点 ce ία,δ|, fo(c) = 0. 3 
么 ]ο(α) = (x -- ϑ]η(α), α(ο) #0 Η. [ο(α)}ι(α) = (α -- ο[α” (x) + (x — cq(z)q (zr) = 
(z 一 ο)σ(α), 其 中 g(x) -- (Zz) 十 (Zz 一 cjg(z)q (α). 我 们 有 g(c) = gq (ο) > 0, 从 而 在 点 
ο 的 小 邻 域 (c 一 6,c 十 6 上 α(α) 取 正 值 ， 这 时 乘积 fo(z)fi(z) 与 因子 z 一 c 一样 ， 当 
点 工 递 增 经 过 ec 时 ， 从 负 号 变 为 正 号 ， 于是， 函数 组 (5) 具有 性 质 iv). Γ 
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注 记 1 由 函数 组 (5) 逐 项 乘 以 正 的 稼 数 Ao, 和 1,… ,入 得 到 的 函数 组 
λο)οία), Afi(T), 1, λεία) (5 ) 


也 是 斯 图 姆 组 ， 我 们 把 它 叫 作 几 乎 标准 斯 图 姆 组 .这 种 斯 图 姆 组 对 于 计算 有 用 . 
注 记 2 f(x) 没有 重 根 的 条 件 对 于 不 同 实 根 的 数目 是 非 本 质 的 ， 如 标准 斯 图 姆 
组 的 构造 所 示 ， 可 以 把 fk(x) 转换 为 οκ(α) = ο(ϱ) = Ve(f). 


注 记 3 根据 85 的 引 理 3, 对 于 斯 图 姆 组 的 每 个 多 项 式 Πα) 都 存在 这 样 一 个 数 
τι, 使 得 此 多 项 式 的 全 部 实 根 都 落 在 一 7; ἯΙ τι 之 间 . 设 M 是 任意 一 个 足够 大 的 数 ， 
壁 如 设 M = ασ Τη. 那么 每 个 多 项 式 filz) 一 QT 十 ，…: 的 实 根 都 分 布 在 一 AI 和 


M 之 间 ， 不 仅 如 此 ,  α--ΜΗ πίΜ) 的 符号 与 它 的 最 高 次 项 adM 5 的 符号 一 
致 ，M 的 具体 值 对 于 我 们 的 程序 也 不 是 本 质 的 ， 因 此 在 求 多 项 式 f(z) 的 相 异 实 根 
的 总 数 时 ， 我 们 常常 象征 性 地 假定 z=-M 和 x=M 

注 记 4 据说 ,斯 图 姆 本 人 常常 这 样 来 表达 对 于 自己 (确实 蛋 越 的 ) 成 就 的 目 紧 
感 ， 在 给 学 生 讲 述 了 证 明之 后 补充 道 “ 这 就 是 以 我 的 名 字 命 名 的 定理 ”. 

我 们 来 看 几 个 例子 . 

例 人 f(z) = αὖ - ἃα -1. 首先， 让 (z) = f(x) = 3z? }- 3; 然后 ， jz) = 


3 3N 15 
(317 + 于 是 f(x) = -2z+1;3z2 二 3 一 (-2z 十 1 (= 各 -+ 


从 而 {(5) = -- 根据 注 记 1, 可 取 α’ 十 37 Ίνα” 1-1, 2451, -1 为 斯 图 姆 组 . 
编制 最 高 次 项 符号 的 表格 


我 们 得 到 Υ ν- ντ 1, 即 x 十 3z 一 1 有 一 个 实 根 . 


例 5 f(x) -αὐἠ-3α7--1. 易 见 ，f(z) ΗΒ“ αὖ - δα” 一 1,372 十 67x,27 填 1,1 
的 标准 斯 图 姆 组 ， 而 最 高 次 项 的 符号 表 是 


Ἐτ---Μ 
二 MM 
我 们 得 到 结论 ， f(x) 有 一人 了 VM = 3. 

例 6 Λία) =1 十 2Z 十 机 7 二 十 了 "(截断 指数 函数 ). 显然 ， 此 多 项 式 奋 有 实 


根 , 必 位 于 (-Μ, -5 之 内 ,其 中 5 >0 是 充分 小 的 实数 (M 永远 被 认为 是 充分 大 的 正 


数 ) 可 以 取 三 个 多 项 式 (ο) = f(z), Λία) = 0) = 1+z+ 责 + 二 让 To 


和 -ᾱ ---/(4)-Ε (1) 为 闭 区 间 [一 M,- 引 上 的 非 标准 斯 图 姆 组 (验证 性 质 i)~iv) 


1 
+ 一 + 
十 


«914. 第 6 章 多 项 式 的 根 
成 立 ). 从 符号 表 


CD” DY (mi 


+ + (-1)}7-7 


看 到 ， 对 于 侦 数 n,f(x) 没有 实 根 ， 而 当 n 为 奇数 时 有 一 个 负 根 ( 易 见 ， 此 根 随 着 
n -- 2m 十 1 的 增加 而 趋 于 一 00). 

例 7 f(z) = z+pr+g. 可 取 fo= ,fi = 8α’ 1ῃ, [2 = -ρα- 89,3 = —4p’—27g’ 
为 任何 一 个 使 得 ;(α)}(ὁ) -: 0 的 团 区 间 ia 上 的 几乎 标准 斯 图 姆 组 (参见 注 1). 其 
中 fs = D(f) 是 多 项 式 ] 的 判别 式 ( 见 52 的 (16), 其 中 把 a 和 5 换 成 更 常用 的 系数 
ρ 和 η). 根据 一 般 原 理 ， f(x) 要 么 有 一 个 实 根 ， 要 么 有 三 个 实 根 ,如果 考 虑 到 数 对 
(sgnp, sgnD(f)) 的 二 种 变化 ， 注 意 ρ20- D(f) κο, 那么 从 符号 表 


3 αν -1ρα D(f) 
-Μ 1 - 十 sgnp sgnD(fF) 
M | 二 十 -sgnp sgnD(f) 


易 见 ， 当 D(f) <0 时 ，f 有 一 个 实 根 而 当 D(f) > 0 时 ， 上 了 有 三 个 实 根 . 

4. 只 有 实 根 的 实 多 项 式 我 们 再 来 考虑 一 个 在 实际 应 用 中 很 重要 的 情况 ， 即 

根据 某 种 理由 知道 多 项 式 f(z) = 》 okz" Ἡεδ[α] 的 根 全 都 是 实数 ， 为 方便 起 见 ， 
k=0 
引入 两 个 记号 : 

m(f) 一 一 多 项 式 f 的 正 根 的 数目 ( 按 重 数 计算 ): 

W(f) -- ν({αο;αι,::: ,Qan}) 一 一 多 项 式 f 的 系数 序列 的 变 与 数 . 

πό, ος W(f) < n = degf, 而 且 W(-f) = W({f)， 我 们 还 指出 W(f) = 
W(aX* 二 qijX" 1 十.…) (其 中 指数 满足 唯一 的 条 件 有 > n 一 订 ( 系 数 al ,ail-1 
都 是 等) 且 aao > 0. 如 果 W(f) = 0, 那么 了 没有 正 根 .， 为 一 方面 ， 当 W(f) = degf 
时 ，f 也 可 能 没有 正 根 ， 例 子 是 ， f(X) -Χ᾽’-Χ-1. 然而 ,我们 将 看 到 ，W (7) 
与 多 项 式 | 的 正 根 数目 有 直接 关系 . 例如 ， 稍 卡 儿 符号 法 则 :， 琵 (月 > 人 Oh ΑΝ. 
并 且 m(f) = W(f)(mod2). 我 们 不 证 明 这 个 法 则 ， 而 转向 我 们 感 兴趣 的 情况 . 

定理 4 如 果 乡 项 式 ΡΕΚΙΧ| 的 全 部 根 都 是 实 根 ， 则 τι(ῇ) = W(f). 

证 明 从 直观 出 发 , 根据 分 析 学 中 著名 的 罗 尔 定理 (或 中 值 定 理 ), 在 多 项 式 f(X) 
的 根 α’ 和 bY 之 间 ， 存 在 数 ce 到 ,ao < c < ,使 得 f'(c) = 0. 由 此 推出 ， 导 函数 
f'(X) 的 所 有 的 根 都 是 实 的 并 且 πι(]') = πι) 或 者 m(f)==m(f) 一 1. 

事实 上 , 设 ca<cz<:…<cr 是 多 项 式 了 的 重 数 为 main:…，mr 的 根 ， 
ΒΡ ἆ πι --πο-.'' Ἔπνκς degf -- τι. 根据 8 定理 5 导数 请 有 重 数 为 nl --1, 
n2 一 1 ,nr 一 1 的 根 οι, ορ)". ,cr, 而 根据 罗 尔 定理 ,在 f 的 相 令 两 根 之 间 ， 还 有 


84 ” 实 系数 多 项 式 «915. 


导数 Ρ' 的 根 ac νο 1. 总 共 得 到 (πι 一 1 二 … 十 (nr 一 1) 十 7 一 1 二 nn 一 1 个 实 
根 . 由 于 degf' 二 1 一 1, 所 以 没有 其 他 的 根 . 

其 次 , 设 c1.1 «0 ΠΠ οι... ,cr 是 重 数 为 nn01,… ,nr 的 全 体 正 根 τῇ 十 …: 十 mr -- 
πι Ξ- m(f). 重 数 为 ni 一 1,… ,nr 一 1 ΗΕ 0,… ,cr, 和 根 cf,… νο αν 可 能 还 有 cl_) 
就 是 站 (X) 的 全 部 正 根 ， 其 总 数 为 m(f) = m(f) 一 1 或 m( 有 ), 这 就 证 明了 上 述 断 
言 ， 这 个 事实 的 解析 表达 式 如 下 : 


m(f) =m(f) +e, εΞ σι --(-) η). (6) 


我 们 还 要 指出 ， 如 果 


f(X)=a0oX" 十 :十 any 从 ， (7) 


其 中 an_v 是 最 后 一 个 非 零 系 数 ， 那 么 


ΙΧ) = 有 一 CU 有 一 cr "g(X). 


其 中 
ο(Χ) 一 aoX "+...+bX", ao>0,b> 0 2 0). 


λα ντ (πο σα, 2Η cf?'.…c?rb > 0. 换言之 
(--) λα, ν » 0. (8) 


当 m = 12 时 ， 定 理 的 结论 是 明显 的 . 现 对 n = degf 作 归 纳 ， 假 设 定理 对 于 一 
切 次 数 < 的 多 项 式 成 立 . ΠΕ (7) ΠΠ νο, 即 απ = 0, 那么 f(X)= ΧΠ(Χ), Β. 
πι 1) = πι(]ι) = 殉 ( 廊 (根据 归纳 假设 m( 有 i) = Ῥν(᾽ι)). 剩 下 的 是 考虑 an 50 的 情 
形 . 设 
f'(X)=naoX® ++ Han μΧΗ, an-p #0. 
那么 : 
W(f) = Wf)+6 ὃ-- @ ~ non ) = 0 或 1. 


2 [anan μι 


但 我 们 知道 ( 见 (8)), (1) λα, » 0 Η (-1γηΐῆα,., 50. 因此 5= τα Ν 


(--) επι], 从 而 ὁ = ε. 根据 归纳 假定 WI(f’) -- m(f’), 所 以 WwW(f) m(f’) γε, 
与 (6) 比较 ， 得 到 m(f) = W(f). - 
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推论 ( 比 丹 - 傅 里 时 定理 的 特殊 情形 ) 设 多 项 式 f 的 根 都 是 实 根 ， 那 么 位 于 开 
区 闻 (α, 0) 内 的 根 的 数目 等 十 W(fa) 一 W(fo), 其 中 


fo(X) = f(X +0) = ΝΟΣ 


{ίΧ) {Χο πΧ". 

k=0 
是 泰勒 级 数 展开 式 (见习 题 3). 

证 明 根据 定义 ， 多 项 式 fo 的 正 根 数目 m(f。) 等 于 多 项 式 f 的 大 于 a 的 根 的 
数目 ， 关 于 有 同样 的 说 法 因此， 多项式 f 的 包含 在 a 和 6b 之 间 (a < ϐ) 的 根 的 
数目 等 于 m(fa) - mm( 用 ), 根据 定理 3, 它 等 于 W(fo) - (ή). 

5. 稳定 多 项 式 ” 实 系数 首 一 多 项 式 


f(X)= Χ' γαι” 十 十 an 大 十 an 
叫 作 稳定 的 , 如 果 它 的 根 全 都 位 于 左 半 平 面 中 (图 27): 
FA =0, Ma+ih =a<0. 


这 个 术语 来 源 于 微分 方程 论 ， 在 微分 方程 论 中 有 一 个 物理 
系统 (可 以 更 广泛 地 理解 为 力学 的 、 技 术 的 或 经 济 的 系统 ), 它 在 。 ΜΝ 
平衡 位 置 附近 是 渐 近 稳定 的 ， 要 求 


,im 6” -- 0 (9) 
其 中 λ--α--βία,β Ε ΒΚ) 是 与 n 阶 常 系数 微分 方程 相关 的 多 项 式 的 任意 根 . 按照 
欧 拉 公式 ( 见 第 5 章 $1(15))e = eoteiPt = eat(cosBt 十 isinBt), 所 以 控制 项 是 e%’, 从 
而 条 件 (9) 等 价 于 不 等 式 a < 0. 

这 就 引出 了 一 类 特殊 的 局 部 化 问题 一 一 劳 思 - 胡 尔 维 次 (Routh-Hurwitz) 
问题 2 : 必须 直接 根据 多 项 式 f 的 系数 ， 判 断 它 是 不 是 稳定 的 . 这 个 代数 问题 早 在 
1895 年 被 劳 思 - 胡 尔 维 获 解 决 ， 他 们 给 出 的 判别 准则 如 下 . 

多 项 式 } 是 稳定 的 ， 当 且 仅 当下 述 不 等 式 成 立 : 


Γι ὸ»0.Γο230.-.. «Τι > 0, (10) 


@ 此 问题 实际 上 更 早 (1868 年 ) 由 美国 物理 学 家 D.K. 麦克 斯 韦 提出 ， 并 且 在 次 数 不 高 的 情况 
下 被 俄罗斯 工程 师 Ν.Α. 维 施 涅 格拉 茨 基 所 解决 ， 他 曾 在 1876 年 研究 了 调 他 顺 的 稳定 性 问题 . 
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其 中 
(11 1 0 0 0 0 0 
(3 (19 他] 1 0 0 0 
Γ Ως 4 5 Ω9 αι 0 
天 一 二 
αγ CB U5 CA 3 人 > 0 
Q2k—1 U2k—2 Ud2k—3 ἄθκ-α U2k—5 ἄορ-6 '-: Qk 


(假定 当 s>>n 时 as = 0). : 

我 们 不 打算 证 明 劳 思 - 明和 尔 维 欧 定 理 (这 件 事 更 适 于 在 其 他 课程 中 进行 ), 而 是 
注意 到 这 个 优美 的 定理 完全 依赖 于 行列 式 理论 . 

其 次 , 根据 定理 1, 当 条 件 (10) 成 立时 , 多项式 |(Χ) 被 表示 成 形 如 Χ!ωυ,Χ’Ἐ 
υΧ 十 也 的 因 式 的 乘积 ， 其 中 w > 0,v > 0,w > 0, 这 就 意味 着 稳定 多 项 式 f(X) 的 所 
有 系数 都 是 正 的 : 

αι 20, α2 ΣΟ, .::, an>0. (11) 

于 是 , 条 件 (11) 对 于 多 项 式 f(X) 的 稳定 性 是 必要 的 . 在 一 般 情 况 下 这 些 条 件 不 
是 充分 的 ， 但 却 能 把 (10) 中 行列 式 不 等 式 的 数目 大 约 减少 一 半 . 这 是 很 有 价值 的 ， 
因为 计算 行列 式 可 是 个 累 活 ， 

例 8 当 = 2 时 ,不 等 式 组 Ti 20,52 > 0 与 更 简单 的 不 等 式 组 αι > 0,aa > 0 
等 价 ， 这 从 二 次 方程 的 求 根 公式 顺便 看 出 . 

当 n= 二 3 时， 由 于 Ts = αβ(αια» - 43), 判别 准则 归结 为 不 等 式 αι > 0,a2 > 0, 
α > 0,a1a2 > a3. 

最 后 我 们 指出 ， 芭 斯 - 硼 尔 维 次 准则 并 未 解决 与 稳定 性 相关 的 全 部 问题 ， 因 为 
在 实际 应 用 中 要 遇 到 系数 依 闵 于 参数 的 微分 方程 和 多 项 式 、 用 参数 的 语言 来 叙述 稳 
定性 条 件 乃 是 性 质 完 全 不 同 的 男 一 个 问题 . 

6. 多 项 式 的 根 对 系数 的 依赖 关系 ”很 明显 ， 多 项 式 的 根 是 它 的 系数 的 函数 . 现 
在 我 们 着 重 指出 ， 这 些 函 数 是 连续 的 ， 也 就 是 说 ， 当 系数 的 改变 充分 小 时 ， 根 的 改 
变 小 得 可 以 忽略 . 可 是 ,多 重 根 却 可 以 分 裂 , 而 且 所 发 生 的 变化 在 几何 上 常常 具有 奇 
怪 的 形式 ， 只 要 比较 一 下 多 项 式 α" 和 和 ο" 十 e Λε 一 0 时 的 状态 ， 就 可 以 看 到 这 种 
复杂 性 了 . 下 述 定 理 有 助 对 多 项 式 作出 质 的 和 量 的 比较 . 

定理 5(Τ ΒΚ Rouché) 设 fo(z) 和 μία) 是 两 个 多 项 式 ， 如 果 不 等 式 

fi1(z)| < |fo(z) 
1 ΤηΆ μπα D C C 中 的 一 切 z 都 成 立 ， 那 么 多 项 式 fo(z) 十 有 1(z) 在 DD 内 与 
βία) 有 同样 多 的 根 . 


这 个 定理 的 证 明 可 以 在 更 一 般 的 背景 下 ， 人 借助 复 变 因数 论 的 初等 工具 得 到 ， 我 
们 在 这 里 略 去 . 口 
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现 设 zo 是 多 项 式 fo(z) 二 a0z" 十 qa1z" 1! 十 … 十 an 的 大 重 根 ， 我 们 来 考察 多 
项 式 


f(z2) = (αρ -- ὄρ)2” 十 (al 十 δι)2- t+ 二 (αν 1- δω) = fo(z} + fi1(2) 


其 中 | 中 | < 5,56 是 一 个 相当 小 的 实数 .考虑 贺 D = {z e Cllz 一 zo| < 6}, 它 以 z 为 中 
心 以 一 个 相当 小 的 s > 0 为 半径 ， 使 得 zo 是 多 项 式 fo(z) 在 闭 区 域 D 内 的 唯一 的 
根 ， 函 数 |fo(z)| 是 连续 的 并 且 在 圆周 jz - zol = s 一 一 圆 也 的 边界 上 不 等 于 零 ， 因 
此 j= nf _ lfol2)| > 0. 取 6 充分 小 ， 使 得 当 lz - zol = ε 时 有 不 等 式 | 户 (z)| < μ. 
那么 鲁 吹 定理 的 条 件 满足 ， 从 而 f(z) 和 fo(z) 在 DD 内 同 有 上 个 根 特别 地 ， 单 根 
(k ==1) 在 系数 的 微小 变动 之 下 依然 是 单 根 ， 只 是 小 有 位 移 . 

我 们 事实 上 已 经 做 出 了 多 项 式 f(z) 的 根 的 局 部 化 , 它 保证 了 这 些 根 连 续 依赖 于 
多 项 式 fo(z) 的 系数 . 

所 得 结果 可 以 叙述 成 下 述 形 式 ， 

定理 6 设 f0(2) = 2' 1 α12" | }-.-: Γᾶ} 是 首 一 复 多 项 式 ， σι,''' ,Cn 是 
它 的 根 ， 对 于 任意 的 e € 限 ,s > 0, 存在 6 € ΒΕ > 0, 使 得 对 于 每 个 满足 条 件 
α’ 一 Qj| < 6,1 jn, 的 首 一 多 项 式 f(z) 一 和 十 oz 十 十 am 都 有 展开 式 
f{z) = τς 一 G) 并 且 |cj -οἱ«-ε, 1ς1ςπ. 
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这 个 定理 也 可 以 不 用 和 鲁 软 定理 证 明 (例如 : 见 Amer.Math.Monthly,1989,V.96,No.4)， 
然而 对 于 我 们 来 说 ， 更 重要 的 是 注意 到 事情 的 本 质 ， 

7. 多 项 式 根 的 计算 ”局 部 化 问题 的 完全 解决 (特别 是 如 果 考 感人 全 部 复 根 的 话 ， 
那 就 不 能 只 谈 开 区 间 而 必须 谈 平面 C 的 区 域 ) 是 以 高 昂 的 代价 实现 的 .我们 在 本 段 
中 简略 地 叙述 “局 部 化 根 ” 的 具有 给 定 精确 度 的 数值 计算 . 

设 已 知 实 轴 上 的 一 个 小 开 区 间 (a,5) 含有 多 项 式 f(z) 的 唯一 一 个 我 们 感 兴 趣 的 
单 根 ο. 那么 f(a)f(5) «0. 把 开 区 间 (α, ϐ) 分 成 十 等 份 ， 这 十 份 之 中 的 一 个 〈 且 仅 有 
一 个 )(a1,81) C (α, ϐ), 县 有 性 质 Γ(αι) (δι) < 0. 这 表明 ες (αι, δι). 再 把 (αι, δι) 十 
等 分 并 选 出 其 中 的 一 个 (a2,b2) C (αι, δι) 使 f(a2)f(b2) «0. 由 于 ce (a2,b2), 那么 
这 个 步 又 还 可 继续 下 去 ， 于 是 得 到 根 ο 的 精确 到 0.1, 0.01, 等 等 的 近似 值 . 这 种 试验 
方法 ( 若 十 等 分 开 区 间 即 为 十 进 的 ， 若 二 等 分 开 区 间 则 为 二 进 的 ) 是 实用 的 ， 如 果 我 
们 不 期 望 得 到 很 高 的 精确 度 并 且 只 有 最 简单 的 计算 工具 的 话 . 

罗 巴 切 夫 斯 基 方 法 是 一 个 通用 的 方法 ， 但 也 是 十 分 笨重 的 方法 . 它 可 以 同时 求 
出 包括 复 根 在 内 的 一 切 根 的 近似 值 ， 并 且 不 需要 预先 将 这 些 根 隔离 开 ， 

线性 插值 法 (或 伪 位 置 法 ) 得 到 了 广泛 的 传播 ， 此 方法 可 如 下 进行 ， 作 为 根 的 
近似 值 的 ca), 把 开 区 间 (a,b) 分 成 等 于 |f(a)| 和 |f(b)| 的 比 的 两 部 分 ， 换言之 ， 


cy -oa fa) _ bf(a) 一 af 


CC 


pew fo f(a)—f00) ' 
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曲线 y = f(z) 在 区 间 (a,b) 上 的 一 小 段 用 弦 来 表示 (图 98). 

重复 这 一 步骤 ， 类 似 地 得 到 近似 值 cc, 等 等 . 

我 们 再 来 介绍 一 种 方法 . 在 根 ec 的 充分 小 的 邻 域 (a,8) 中 ， 曲 线段 可 以 用 一 操 
处 的 切线 有 段 代 苦 ， 如 果 co 是 对 于 根 的 某 个 近似 (在 图 28 上 co = α), 那么 根据 拉 格 
明日 有 限 增 量 定理 ， 我 们 有 


jz)] ~ Ρ(ο0) = Ρ(οα)(α — co), 


因此 对 于 z = c 我 们 得 到 0 = f(c) = f(co) 十 (co)(c 一 co). 因此 作为 下 一 个 近似 值 


- jco) κα 
目 然 取 ει = co 一 Πο 令 


f (ck ) 


πρ, k=0,1,2,..., 12 
f'(cx) 2» 


Ck+l1 = Ck 


如 果 递归 序列 (12) 收敛 ， 也 就 是 说 ， 当 k -- oo 时 ος 一 6, 我 们 就 得 到 = ἕ-- πο 
即 /(9 = 0. 只 要 出 发 点 co 取得 恰当 , 序列 的 一 切 点 都 落 在 开 区 间 (α,δ) 中 , Β ε- 
图 28 ΤΗΝ f(z), 1"(z) 在 开 区 间 (α, Ὁ) 中 的 四 种 可 能 性 状 中 的 一 
种 ， 我 们 省 略 细节 ， 请 读者 自己 去 考虑 余下 的 情形 

刚才 描述 的 方法 称 为 牛顿 法 , 是 一 种 最 常用 的 且 收 敛 迅速 的 方法 ， 初 等 的 分 析 
方法 表明 ， 辱 当 x e αὐ) 时 


(9) > Μι, «Μο 


i lei — cl ς 


< τ ceo -ο2. 因此 ， 只 要 选择 点 co 使 得 
1 


2 
_ci<o<l, 
ΟΛ co οσα 
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我 们 就 得 到 估计 式 ππρΊος - c| < 9 如常 所 述 ， 这 是 逼近 根 c 的 平方 收敛 (或 超 
指数 收敛 )、 牛顿 法 的 好 处 还 在 于 它 无 需 改 变 就 适用 于 计算 Οἱ[α] 中 多 项 式 的 任意 复 
根 ， 其 中 递归 序列 (12) 是 计算 的 基础 . 

当然 ， 我 们 仅 限于 对 计算 方法 框 染 作 一 个 大 略 的 描述 而 没有 涉及 实际 的 计算 结 
构 ， 现 代 计 算数 学 为 此 提供 了 大 量 的 工具 ， 我 们 不 可 能 涉及 数学 计算 人 员 专 业 的 组 
致 工作 . 

8. 整 系数 多 项 式 的 有 理 根 ”关于 Q 上 和 忆 上 的 多 项 式 ， 我 们 在 第 5 章 83 的 第 
4 段 已 经 能 够 讨论 了 ， 特 别 是 将 QQ 上 给 定 的 多 项 式 分 解 成 既 约 因 式 的 问题 .现在 我 
们 来 看 远 为 简单 的 关于 多 项 式 } ε Q[X| 的 有 理 线 性 因子 的 分 解 癌 题 ， 实 际 上 也 就 
是 有 理 根 的 问题 . 将 f 乘 以 系数 的 公分 母 ， 我 们 就 将 f 转换 成 Z[X| 上 的 多 项 式 ， 
因此 从 一 开始 就 可 以 只 考虑 区 系数 多 项 式 . 

定理 7 设 某 分 数 是 多 项 式 Τ(Χ) = 二 a0" 十 Ql 站 "i 十.… 十 an € ZIXI 的 根 ， 
aoan -ἐ 0. 那么 plan Β. glao. 

证 明 实际 上 ， 根 据 条 件 


τι τι--Ι 
UD (2) ται (2) Fa αμ 0. 
4 ά ᾳ 


以 g" 乘 等 式 的 两 边 ， 我 们 得 到 


αορ” + αγ ᾖᾳ }---.-- αρ. lpdg2 1 ἠ- αηφ -- 0, 


αρρ" = α{--αιρΏ ὁ ---::--ᾱῃ.1ρ-΄ -- ang" '). 


于 是 ， qlaop", 而 由 于 9 和 ΒΩ, ΠΕ} qlao. 类 似 地 ， 从 等 式 


απα 一 D( 一 ao0p" 


推出 ραπ. 口 

推论 首 一 多 项 式 的 有 理 根 必 是 整数 . 

于 是 ， 求 多 项 式 有 理 根 的 问题 归结 为 下 述 运算 :1) 找 出 自由 项 的 全 体 因 子 和 
最 高 项 的 全 体 因子 ， 2) 用 这 些 因子 组 成 轻 约 分 数 ; ὃ) 把 分 数 代 入 多 项 式 中 进行 验 
算 . 在 这 一 步 可 以 使 用 霍 纳 方法 . 如 果 验 算 的 结果 都 是 否定 的 ， 则 表示 多 项 式 没 有 
有 理 根 . 

求 线性 因子 这 个 策 活 宜 从 土 1 开始 . 计算 f(1) 和 f( 一 1) 并 不 困难 . 现 者 整数 c 是 
多 项 式 F(X) 的 根 , 则 f(X) --(Χ--ο)α(Χ), ΕΠΗ α(Χ) = boX" 十 让 大 "一 十 .十 br 一 1 
从 埠 纳 方法 直接 推出 b; e Z,0 < i<n 一 1. 因此 ， 商 | 


ο» -ᾳ(1) ΠΗ. 


Ξ ----ᾱ-:1 
ο-- 1 η! (1) 


γι.-- 2 τι--] 
τ-:----Ώῃ..2Ρ4 一 ἆη-.14 ) 
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也 应 该 是 整数 ， 这 就 表明 ， 如 果 de Z Η ία, 但 J 和 A 中 至 少 有 一 个 不 


是 整数 的 话 ， 则 显然 f(d) κο. 当然 ， 即 便 站 一 和 2 部 是 整数 ， 也 不 能 保证 
f(d) =0 
例 9 f(X)= Χ5 12Χ’--15Χϑ-.2Χ 1-6. 我 们 有 f(1) = -β,}(-1) = 24. 因子 


d -- 土 6 立即 被 排除 ， 因 为 a 十 1 不 整除 24. 另 一 方面 ， 对 于 d=2 有 并 了 eZ 上 且 


-- εὔ,{Β f(2) 冯 0. 对 于 d = -3, 情形 相仿 ， 事实 上 ， 整 数 根 是 6 的 因子 3. 


习 是 

1. 设 ](Χ) 二 aoX" 十 Ql1X” 十 .… 十 Qn 是 一 个 n 次 实 系数 多 项 式 . 证 明 : 知道 了 多 项 式 
f(X), Xf Ξ :fj(—X),X 了 对) 的 正 根 的 一 个 上 界 ， 就 得 出 了 多 项 式 {(Χ) 的 正 根 和 负 
14 ὁ Τ πα τ". 


9, 用 上 题 的 记号 , 设 ao > 0,m 是 使 am < 0 的 最 小 指标 ，B 是 负 系 数 的 弧 对 值 的 最 大 值 . 
证 明 对 于 多 项 式 1(Χ) 的 任何 正 实 根 ο 部 有 


ος 1 -- κ. 
αρ 


f(x) αρα" -ᾱΒᾱ----------»- 


2 -- 1 τ--ι1 


提示 : 当 工 > 1 时 ， 使 用 估计 式 


3. 设 书 是 霍 特征 域 ， a E P. 证 明 任意 nn 次 多 项 式 f € PIX] 满足 公式 (泰勒 公式 ) 
FX) = fa) + π/(α)(Χ -ot DX -- α) +t OX -0)" 


提示 : 对 形式 表达 式 f( 针 ) 二 》 bi(X 一 αγ" 逐 项 求 导 不 次 然后 令 Χ--α. 

4. 证 明 : 车 nn 次 实 多 项 式 [(Χ) 的 首 项 系数 ao > 0 Β. [(α) » 0, Ρ/(α) > 0 ,mw(ay > 0, 
那么 [(ο) -Ό0,ο»Ό-»ετα. | 

提示 : ”利用 习题 3. 

5. 利用 第 卡 儿 符号 法 则 求 多 项 式 久 ? 一 2? 十 1 和 XX ”一 6X 一 9 的 判别 式 的 符号 (参阅 第 1 
段 末 尾 的 注 记 )， 

6. 多 项 式 Χ5Χ-Ι, Χ!1ἀαΧ -δΕΩΪΧ] 可 能 有 公共 的 复 根 吗 ? 回忆 ( 见 51 的 习题 11) 
ΦΠΑ Χ ιο 上 是 既 约 的 . 

7. 证 明 自 由 项 三 和 0 的 多 项 式 (ΣΧ) - ΧΡ Για” υχΧὸ 十 也 E 限 [X] 的 根 不 可 能 全 是 
实 的 . 

απ 转换 到 相关 多 项 式 Xs (τ) 再 利用 δι 的 公式 (12) 512 的 公式 (8) 

8. 如 果 任 取 XE 区 , f(z) 20, 则 实 多 项 式 [(Χ) 可 以 表示 成 


f(X) = g(X) +h(X) 
的 形状 ， 其 中 g,h € 区 [XX|. 
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提示 : 利用 定理 1, ἐς [(Χ) 分 解 成 形 如 (六 十 a) 十 的 因子 并 使 用 从 关系 式 jp+ig| 7 十 is|” 二 
|(p 十 i9)(r 十 is)l? 推出 的 恒等式 | 


(ρε ασ” 1- 67) 一 (or 十 gs) 十 (ps 一 gr) 
9. 独立 求 出 3 次 和 4 次 多 项 式 的 稳定 性 准则 当 寻 三 4 时 ， 把 它 瑟 成 不 等 式 的 形式 : 
αι >0，ad>0，aiaz > 0， as(alaa2 一 Q3) > αταα. 


提示 : {(Χ) -- X3 二 aX* 十 bX+c 二 (Χ”-γαΧ-εβ)(Χ-ςθ), 8. Ῥ α-- a+0,b= β--αθ,ο-ξ βθ, 
Βα,β,θΕΚ.|(Χ) 的 稳定 性 与 一 对 多 项 式 X 十 aX 十 DX 十 9 的 稳定 性 等 价 ， 即 与 不 等 式 组 
Qo > 0,6 > 0,09 > 0 等 价 . 容易 验 证 ,这 组 不 等 式 等 价 于 不 每 式 组 QQ>0b>0c>0ab 一 c> 0. 
对 于 4 次 多 项 式 类 似 地 进行 讨论 . 
10. 既 约 有 理 分 式 
JI 3 1. 2 XX-3 
g(X) XX+2 (X11)? Xl1 X22+1 
它 的 分 子 ， 多 项 式 1(Χ) 有 实 根 吗 ? 
11, 证 明 上 的 既 约 多 项 式 f(z) = 好 一 7z 一 7 的 三 个 根 都 是 实 的 且 位 于 开 区 间 (一 2, 4) 中 . 
用 牛顿 法 计算 它 的 正 根 ， 要 求 精确 到 十 进 小 数 点 后 第 三 位 ， 
12. 利用 重点 定理 (定理 5) 证明， 多 项 式 f(z) -- 2 十 5z 一 3 在 单位 加 内 有 两 个 根 而 在 圆周 
[2] -- 1 和 |z| -- 2 之 间 的 环 中 有 三 个 根 . 
13, 多 项 式 zt 十 12z* 十 5z 一 9 有 多 少 个 实 根 ? 
14. 勒 让 德 多 项 式 Ρο(Χ) --1,ΡΙ(Χ)-- Χ,:::, Ρε(Χ).::: 可 由 递 推 公式 


mPm(X) 一 (2m 一 1)}xX Pm_1(X) 十 (πι 一 1) Επι -2(X) -- ϱ 


定义 ， 证明: 
ϱ) Ρι(1)--1, Ρος (Dr* 
b) {P,P πριν ,Po} 是 Ρι(Χ) 在 闭 区 闻 |--1,1] 上 的 斯 图 姆 组 | 
c) Pn(XX) 在 开 区 间 (-1,1) 中 有 了 个 彼此 相 异 的 根 . 
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以 下 用 星 号 标记 的 问题 , 截止 到 2000 年 以 前 的 数学 文献 中 事实 上 都 没有 解答 ， 
其 余 的 问题 原则 上 解决 了 , 但 所 用 的 手段 或 者 是 非 代 数 的 , 或 者 是 非 初 等 的 . 当然 ， 
对 于 未 解决 的 问题 而 言 ， 使 用 任何 手段 部 是 有 盘 的 . 

陈述 问题 的 同时 附 有 少量 评注 ， 以 便 帮 助 读者 理解 事情 的 本 质 并 开阔 视野 此 
处 列 出 的 参考 文献 很 少 . 


ος ο ο ο ο το. 
J 


个 变 元 Χ; 的 偏 导数 , 即 作 用 偏 导 子 (此 处 也 是 通常 的 偏 微 分 算 子 ) 所 得 的 函数 ( 见 第 


Χ! -- fi (Xi1,.… ,Xn),.…, X” Ορος ο 


多 项 式 映射 已 = (所,… ,fn) : Xi 一 Xi,1 < ign, 定 义 了 多 项 式 代数 CIXi,… ， 
Χπ] 的 一 个 自 同 态 (到 自身 的 同 态 ). 其 雅 可 比 矩 阵 


Τι Τι ΤΡ. Γι 
P= 
71 {π Ίδη [τι 
可 道 ， 当 且 仪 当 行 列 式 
Difi Dn Γι 
detJ(F)=| i 
Difn Τη Γη 


是 一 个 非 零 常数 ( 即 C* 中 的 元 素 ), 该 行列 式 叫 作 雅 可 比 行列 式 , 一 般 来 说 是 一 个 多 
项 式 . 
如 果 Ε 是 自 同 构 ， 即 大 存在 多 项 式 οἱ. "νο, 使 得 


Χι--ι(Κι,:.-,Χλ),--:, Xn θπ( Χα," , Χρ) 
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则 易 验 证 雅 可 比 行列 式 是 可 道 的 . 弟 命 题 是 否 成 立 ?” 换言之 ， 是 否 能 断定 
det J(F) EC* 一 > F 是 自 同 构 ? (*) 
这 就 是 雅 可 比 猜 想 , 对 n > 2 的 所 有 情况 都 没有 解决 . 


马上 可 以 看 到 代数 CIX1,… , Xa] 有 两 个 特殊 的 自 同 构 群 ， 群 GL, 由 所 有 的 非 
退化 线性 变换 组 成 ， 而 群 Bu 的 元 素 是 下 述 形状 的 “三 角 ” 多项式 变换 的 合成 ， 


Xi Ai 十 在 (1 .ᾱπ). Ἱςτςτπι, ti € Χι,--- ,Xn |. 


不 难 验证 ， 这 些 变 换 是 可 道 的 . 例如 当 n= 3 了 时， 有 
Χιξ Χι -ἐι(λο, Χα), 
Χο X2 + 12{Χ3), 
Χα = Χα. 
因 而 
X1 = Xi —ti(X2 — t2(X3), Χλ), 
Χο = Χο — t2(X3), 
Xs = Χα. 

每 一 个 保持 纯 量 不 变 的 自 同 构 是 否 可 以 由 GL 和 B, 中 元 素 的 合成 得 到 ? 预 
料 当 n > 3 时 此 事 不 真 . 更 有 甚 者 ， Nagata 猜 想 说 ， 哪 刷 对 下 述 具 体 的 目 同 构 
ΕΙ Xi 一 Χ), 管 案 也 是 否定 的 ， 其 中 

Χι 一 Χα 一 2Χο(Χι Χα 十 Χ2) 一 X3(X1X3 十 Χ2}, 
Xs = Χο-- Χα(ΧιΧα- Χ2), 
Xs 一 Χα. 


我 们 发 现 ， J(f) = 1, 并 是 
Χι = X{ + 2XIXIXE + ΧΑ) - XE(XIXE + Χβ) 
X2 Χο 一 Xs3( XIX3 + XZ ); 
Χα --Χ'. 
存在 着 许多 不 同 的 途 答 进入 雅 可 比 猜想 (代数 几何 的 ， 函 数论 的 ), ΠΈΊΠΕ 
在 一 起 取得 了 部 分 的 成 效 . 令 ἀερΕ = TDax deg [.. της 2 Η ἀερξ < 150. 则 问 
ΕΝ (κ) 的 答案 是 正面 的 ， 此外， 精确 到 GL 证 明 中 只 要 考察 下 述 多 项 式 


fi = Xit ορ. , Χα), Ἱςξτςτ, 


其 中 所 有 的 分 量 h; 都 是 三 次 齐 次 型 (deg hi = 9), 而 对 于 Η -- (hi,… ,hm), 雅 可 比 
矩阵 ῦ(Η) ΑΕ ΞΗΙ, (ὔ(Η))” = 0. 在 归纳 过 程 中 ， 变 元 的 个 数 τ 比 开 始 时 增加 
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大 于 雅 可 比 猜想 , 已 有 结果 的 详情 可 以 在 综述 文章 中 找到 : Bass Η., Connell Ε. 
H., Wright D. Jacobian conjecture // Bull. Amer， Math, ος. 1982. V.7 , No, 2. Ρ. 
287~330. 


2.3 判 列 式 问题 (E. A. Γορν H) 议 
f(X)= X”+aX" + 二 an 


是 首 一 多 项 式 ， 系 数 a;,2 < i < n, 是 C 上 的 有 理 晴 数 ( 即 C(z) 中 的 分 式 ). 假 设 多 项 
Δ} 的 判别 式 Ρ(Ρ) 恒 等 于 1. 系数 ui 有 可 能 不 全 为 常数 吗 ? 
已 知 下 述 事 实 . 
a) 如 果 全 部 系数 αι 的 奇 点 (极点 ) 是 Ὁ 和 co( 在 既 约 分 式 αι 一 中 ， 或 者 分 母 
g 被 z 整除 ， 或 者 degp > deg 9), 则 αι, 2 ς ἱ ἕ τ, 是 稍 数 . 
Ὁ) 如 果 n= 二 3 或 n==4, 则 所 有 的 αι 是 常数 . 
当 n = 3 时, 问题 转化 为 求 方程 --υὸ = 1 的 有 理解 ( 见 第 6 章 82 第 4 段 ), 该 方 
程 是 三 次 费 马 方程 的 简化 . 如 果 "ο = h", 其 中 f,g,h εΓ[ε], Β. β.ο.α.(}; θ. ἐν) -- 1, 
则 已 知 当 ”> 2 时 ， 多 项 式 f,g,h ΞΕ. 当 n = 4 时 , 利用 费 拉 里 的 立方 预 解 式 . 
τι 二 5 的 情况 尚 无 答案 . 
3. 多 项 式 环 的 二 元 生成 问题 ”从 数学 文献 中 了 解 的 A6 ba HKap-Mox 定理 断 
， 如 采 C[f(z),g(z)] = Clzj, 即 乡 项 式 f,g 生成 整个 多 项 式 环 ， 则 : 
i) 多 项 式 对 f,g ΒΟ, δρ 2ι σον ](αι) τε [20) 或 g(z1) σε 9(z2); 
ii) 导数 f(z),g'(z) 没有 公共 零点 . 
该 定理 至 今 没 有 简单 的 证 明 .， 需要 找到 初等 的 方法 . 
从 各 种 证 明 中 的 一 个 已 解决 问题 : 若 多 项 式 对 f,g 满足 性 质 Ὁ 10), 则 或 者 
deg {| ἀερ ο, 或 者 deggldeg /. 
3anneH6epr 一 JInnd 的 定理 (DAHCCCP.1983.T.271,No.5) 同样 指出 ， 兰 多 项 式 
对 f,g € Clz] 分 离 C, 则 


πι 


CIf(z2),g(z2)] = Cl(z — ο, (z ~ 9, 


其 中 cE C, 而 g.c.d.(k,1) = 1. 特别 地 ,方程 组 f(z) = 0,g(z) = 0 最 多 只 有 一 个 解 . 
这 个 论断 比 A6bmakap -Mox 定理 要 强 ， 对 3anNnen6epr-JInn 定理 也 需 要 找到 和 初 
接 下 来 我 们 指出 , 将 ο 换 成 κ 是 不 可 能 的 . 看 来 也 没有 将 两 个 多 项 式 f,g 拓 广 
成 三 个 多项式 f,g,h 或 更 多 的 类 似 定 理 . 
4.* 临界 点 和 和 虱 界 值 问 题 (ΠΒ. Sendov, 3. Smale, Α. Μ. ΚοσοτρµκµΗ, Ὁ, 
Β. Βμηδορτ). 设 f(z) 是 复 多 项 式 ， Bj = {0 € Clf'(9) = 0} 是 了 的 临界 点 集 ,( 即 
导数 f'(z) 的 零点 集 ).f 在 临界 点 θε By 处 的 值 f(9) 叫 作 临界 值 . 
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a) 如 末次 数 nn 之 2 的 多 项 式 f(z) -- Ι{{6 一 Ck) 的 所 有 的 零点 ΟΕ) 都 在 党 位 国 


ᾱ--] 

Τι --{εεζ||εἰς1} , πε) Γ---}- ος, 图 {z ECllz 一 cx| 1} 至 少食 有 一 个 
[εν ἃ δν. 

这 一 方向 的 结果 可 见 下 文 : Miller Μ. J.// Trans. ΑΜΘ. 1990. V.321, Νο. 1. Ρ. 
250-905. 

有 关 多 项 式 临界 点 的 一 般 代 数 几 何 的 概念 在 下 述 著作 中 有 所 阐述 : Marden Μ. 
Geometry of polynomiajls. Providence, Π.Ι. ΑΜΣ, 19606. 

0ο µπο 问题 明确 了 这 本 书 中 的 一 个 已 知 结果 ， 根 据 这 个 问题 ， 包 含有 多 项 式 
f(z) 的 全 部 零点 的 任意 圆 Di, 亦 包 含有 其 导数 的 全 部 零点 ， 假 设 f(z) 的 所 有 零点 
都 是 实 的 ， 并 再 看 一 遍 第 6 章 84 定理 3 的 证 明 ， 此 事 很 容易 验证 . 

b) 证 明 若是 满足 f(0)==0, 了 "(0) 关 0 的 n 次 复 多 项 式 ， 则 


τι -- ἱ 


ο 
αν .. FO 


Smale 证 明了 存在 临界 点 ϱ, 使 得 


| (6)] 
(0) 


Τὶ 


< 4, 


即 给 出 了 所 需 的 最 差 估 值 常数 .对 于 次 数 n < 4 的 多 项 式 , 问题 已 解决 . 常数 ?一 
不 能 改进 ， 考 察 例如 多 项 式 f(z) = sr -了 二 - * 证 实 了 这 一 点 . 


Τι 
ο) 我 们 用 符号 Οἱ 记 所 谓 保守 多 项 式 f(z) = z" 十 aiz" 十 … 二 an-1z 的 集合 ， 
其 定义 性 质 为 f(6) = 0- 了 (90) =0. 这 样 ， 保 守 多 项 式 可 看 作 一 个 映射 FF:C 一 C， 
它 使 坐标 原点 和 自己 所 有 的 临界 点 保持 不 变 . 


2η --- 2 


已 知 ΙΟ = | (Tischler D.Complexity.1989), 及 以 对 于 区 次 保守 多 项 
η -- 


式 ， 转 化 为 证 明 不 等 式 |f(O)| > 一 的 Smale 问题 在 原则 上 解决 了 ， 但 对 此 需要 
掌握 Cn 中 多 项 式 的 明确 的 描述 ， 目 前 只 了 解 到 n < 6. 较 弱 的 不 等 式 |/(O)| > 1 对 
任意 fe Cn 成 立 . 

一 个 非常 有 趣 的 问题 是 ， 研 究 保守 多 项 式 零点 和 不 动 点 的 几何 . 

4) 设 } 是 实 系数 n 次 多 项 式 ， 且 有 实 临界 点 集 (87 ς ΙΕ). 所 有 这 种 多 项 式 的 

合 记 作 Pn. 我 们 把 每 一 个 f < Pr 按 下 述 法 则 对 应 于 一 个 向 量 crf < R"-1， 设 

θε," στ ,9n_1 是 的 递增 排列 的 临界 点 ( 按 重 根 计算 ). 则 crf = (f(91),… , f(6n-1) 
是 一 个 临界 值 的 向 量 . 显然 ,向 量 (c1,… ,cn-1) ΕΡΤ 对 某 个 多 项 式 fe P" 形 如 
crf, {44 (—1)*(ck 一 ck41) 之 0 对 所 有 的 成立， 或 及 之 ， (—1)*(cx 一 Ck+1) κο! 
所 有 的 κ. 成立， 也 就 是 说 ， 序 列 cu, … ,cn-1 1 “ΕΝΑ” 的 ， 
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用 非常 复杂 的 方式 证 明了 ， 所 有 的 锯 上 浮 状 向 量 c= (c1,:… ,cn-1) 对 应 于 一 个 多 
项 式 f EPi, 使 得 crf =c 这 样 的 多 项 式 f 精确 到 自 变 量 的 线性 替换 χα mm az 十 六 abE 
了 Ra > 0, 有 不 唯一 的 . 

是 否 存 在 这 一 问题 的 初等 证 明 ? 

δ. 牛顿 方法 的 整体 收敛 问题 (Smale S.//Bull.Amer.Math. Soc.1985.V.13,No.2) 
我 们 把 复数 集 C 连同 附加 的 符号 oo 理解 为 获 且 球面 5, 而 将 映射 = -可 名 ,其 中 
P,Q 是 多 项 式 ， 理 解 为 S 到 自身 的 有 理 自 同 态 . 

给 定 一 个 n 次 复 多 项 式 jz), 牛 顿 有 理 自 同 态 Ny : 5 -» 5 由 我 们 已 知 的 第 6 章 
8456 Τ 段 公 式 (12) Ἐκ. 

Ni(z)=z— κ. 

复数 CeCc5S 叫 作 Nj 的 不 动 点 ( 即 Ν/(6) = 6), 当 且 仅 当 5 是 多 项 式 上 的 零 
点 ， 在 这 种 情况 下 ， 导 数 N; ες ΜΙΝΑ ΝΟ = 一 , 是 我 们 在 第 4 段 b) 中 
遇 到 过 的 数 . 

计算 多 项 式 f 的 根 (零点 ) 的 牛顿 方法 可 以 看 作 Ns 的 选 代 映射 :N?(Go) = 
ζῶ, (πι = Nj(bm-1) = NF(b0)， 在 我 们 今天 的 数学 文献 中 ，(Ny,5) 被 当 作 动力 
系统 , 并 且 很 好 地 运用 发 达 的 技巧 对 它 进 行 研 究 . 

已 经 指出 |N4(0O)| < 1, 这 就 意味 着 存在 点 4 的 邻 域 0, 使 得 任 取 点 z ε 
U0，lim NP(z) = 这 时 《 叫 作 汇 点 (或 关于 Ny 的 吸引 不 动 点 ), 而 开 集 B = 
ΠΟ; 叫 作 汇 点 《的 区 域 . 点 ae ες 叫 作 关 于 Ny 的 周期 为 ΠΠ μα, 


若 Nk(a) = α Η. (ΝΕγ(α)| «1. “Κι, αξα,Ν/ία),:'',Ν; (α) 是 两 
两 不 同 的 ， 同 时 在 包含 有 a 的 某 个 邻 域 UV 内 ,对 z e U ΑΟ Ni(z) 走向 围绕 
α, Ny(@),… ,NA-1(an 的 浙 近 循环 不 给 出 不 动 点 ， 这 就 意味 着 ， 如 果 Nj 具有 周期 
k > 2 的 汇 点 ， 那 么 谈论 Nj 对 “几乎 所 有 的 z e C” 的 整体 收敛 性 就 没有 意义 ， 当 
n > 3 时 ,构造 一 个 任意 次 数 n> 3 的 多 项 式 , 使 N; 有 周期 汇 点 是 很 容易 的 ， 例 如 
当 n=3 时 ，fo(z) ο 511 就 是 一 个 这 样 的 多 项 式 .充分 接近 及 的 多 项 式 也 
具有 这 些 性 质 

当 n = 2 时 ,情况 完全 两 样 . 设 多 项 式 f(z) = ?+az+b 有 两 个 不 同 的 根 C7 
并 设 工 是 垂直 于 线段 [5 η) 且 经 过 它 的 中 点 的 直线 . 那么 直接 验证 可 知 (一 个 很 好 的 
习题 ) 任 取 点 ze C\L, 即 可 以 取 几 乎 所 有 的 点 ， 序 列 {Nm(z)} ΑΧ ΤΕ ς Βὲ η. 例如 
设 /四 =22_ddeRd>0. 这 时 虚 轴 大 = {κ 66112688 |- νὰ, v 梧 的 中 点 . 由 于 任 


ἆ . {” -- ἆ 
取 t € R, Ny(t) ΕΚ, 有 ND -it ε {Β, 则 NY(it) € iR. 


于 是 ， 从 纯 虚 数 z = 让 开始 ， 我 们 永远 不 会 遇 到 直线 1, 自然 地 ， 不 能 得 到 到 过 于 
Vv 了 或 ~v 可 的 牛顿 方法 ， 反 之， 唯一 的 条 件 Rez 0 保证 了 这 一 逼近 ， 尽 管 可 能 不 


-998. 附录 。 ”关于 多 项 式 的 公开 问题 


是 非常 迅速 . 

另 一 个 评注 . πὲ ἘΓ ΠΕ 2 az 将 妹 次 多 项 式 态 变 为 多 项 式 fi1(z) = 
poz 十 … 十 bw, 当 a 充分 大 时 ， 可 以 使 lbo| κ] 对 所 有 的 上 成立， 其 次， 任 取 
λες", 多 项 式 有 和 和 fh 的 零点 和 临界 点 是 相同 的 .类似 地 ，Nxhn = Νῃ, 19118 ης 
着 , 在 牛顿 方法 的 讨论 中 , f 可 以 取 自 系数 的 模 不 超过 1 的 标准 多 项 式 的 集合 P,(1). 
根据 第 6 章 83 引 理 3, 多 项 式 fe€ Pn(1) 的 全 部 零点 在 圆 D2 = {z € Cllz| < 2} 中 . 
设 

Br={zEC| lim NF(z)= 6(z),f(6(2)) = 0} 
是 Ns 的 所 有 汇 点 的 区 域 之 并 . 直接 地 说 , 在 对 了 应 用 牛顿 方法 时 ，Br 是 收敛 
区 域 . 

集合 Pn(1) 的 特性 使 我 们 有 可 能 仅 限 于 交集 Bj 门 Dz 的 考察 ， 其 面积 记 

{Ευ(ΒεΏῃβρο). 关系 式 


As = B111D2) υ(βρ{}71) 
v( D>,) 4T 


可 以 看 作 从 D2 随机 地 取 上 成 时 ， 和 牛顿 方法 收 义 的 1.3. 我 们 已 经 重 近 了 主要 问题 的 
公式 . 令 


ftEP,(1) 


当然 0 < Ας 1. 根据 上 述评 注 ，4。 = 1, Παπ 9 Β, Ας «Ἱ. 


需要 证 明 ， 对 于 任意 n, 不 等 式 hn > 0 成 立 ， 将 Αι 看 作 n 的 函数 也 是 很 好 估 
计 的 
暂时 甚至 连 4s > 0 也 没有 证 明 . 


“还 有 许多 问题 我 愿意 告诉 你 们 ， 
但 是 你 们 现在 尚 不 能 接受 .” 


摘自 福音 书 Hoat 16:19 


Έ 15] ας 5] 


(Ὁ 型 初等 变换 , 10 
(Π) 型 初等 变换 , 10 
Ns 的 不 动 点 , 227 
Nagata 猜想 , 224 

n 阶 方 阵 环 , 130 

mn 阶 特殊 线性 群 , 119 
τι 阶 一 般 线 性 群 , 119 
τι 元 对 称 群 ,37 

1 的 n 次 方 根 , 149 


Α 


阿 册 和 尔 群 ,119 
艾 森 斯 坦 既 约 性 判别 法 , 171 


ΒΗ 


半 群 , 115 

伴随 矩阵 , 103 

包 , 51 

包含 映射 ， 23 

保守 多 项 式 , 226 
风 祖 定理 , 178 


倍数 , 163 
本 原 多 项 式 , 170 
本 原 根 , 150 


比 内 - 柯 西 定理 , 109 


编码 系统 , 7 
恋 换 , 22 
变换 的 图 形 , 23 
变换 群 , 120 
变换 么 半 群 ,116 
变 元 , 157 
标准 基 , 53 

不 完全 归纳 法 , 32 
不 相交 的 集合 , 21 
不 相交 的 循环 , 98 


ο 


差 集 , 21 
常 范 数 , 131 
常数 项 , 157 
常 值 映射 , 24 
超越 数 , 159 
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超越 元 , 159 

超 指 数 收敛 , 220 
习 法 么 半 群 , 118 
乘积 , 65 
抽象 的 癌 量 空间 , 50 
ἘΠΕ ῬΡΕ Χμ, 186 
ἘΠΘΕΊΕ βΈ, 73 
除 环 , 136 

επ Εξ, 50 
纯 量 和 矩阵, 9 
纯 虚 数 , 145 


D 


达 明 贝尔 -阿尔 冈 引 理 , 202 
代表 元 , 27 

代数 方程 的 判别 式 , 195 
代数 封闭 域 , 200 

代数 基本 定理 , 200 
代数 结构 , 114 
代数 数 , 159 

代数 系统 , 114 

代数 余子 式 , 92 
代数 元 , 159 

珊 余 除法 , 161 

单 变 元 的 多 项 式 环 , 157 
单 变 元 多 项 式 , 156 
单 根 , 179 

单 同 态 , 134 

单 射 ，22 

单位 矩阵 , 9 
单位 列 向 量 , 59 
单位 模 群 , 119 
单位 行 向 量 , 52 
”单位 上 映射, 23 
单 演 的 , 192 


待定 系数 法 ，192 
等 价 的 方程 组 , 10 
等 价 关 系 , 27 
等 价 和 矩阵 , 75 
等 价 类 , 27 

ΠΠ Ε)ΙΙΣΗΗ, 21 

ΒΒ Ευ, 21 
ΒΕ} ΟΙ, 21 

第 二 公理 化 构造 , 111 
第 一 公理 化 构造 , 111 
棣 葛 弗 公式 ,148 
典范 投影 ,28 
ΕΚ, 227 
定义 域 , 22 

动力 系统 , 227 
对 称 差 , 26 
对 称 多 项 式 , 189 
对 称 多 项 式 环 , 189 
对 称 多 项 式 基 本 定理 , 189 
对 称 函 数 , 186 
对 换 , 40 
κ! ΗΛΕΕ, 9 
对 应 的 齐 次 方程 组 ,8 
多 变 元 多 项 式 , 159 
多 项 式 , 157 

-Β (全 ) 次 数 , 160 
~ 的 隔 根 , 210 

ω 的 根 , 178 

~ 的 零点 ,178 

~ 的 判别 式 , 194 
~ 的 权 , 190 

- 的 首 项 , 190 

~ 的 系数 , 157 

~ 函数 环 , 180 

~ 环 , 155 


~ 环 的 二 元 生成 问题 , 225 
- 环 的 微分 法 , 182 
多 重 线性 函数 ,88 


也 


二 次 域 , 151 

二 项 式 公 式 , 33 

一 项 式 系 数 , 33 

二 元 代数 运算 , 114 

二 元 关系 , 27 

二 元 运算 的 单位 元 , 115 
二 元 运算 的 中 性 元 , 115 
F 


ΠΕ, 148 

范 德 索 德行 列 式 ，96 
范 数 , 151 
方程 的 诱导 组 , 8 
方 阵 , 8 

方 阵 的 主 对 角 线 , 9 
龙 波 那 契 数 , 14 
费 马 数 , 32 
分 块 矩 阵 , 84 
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分 式 , 136 
分 式 域 , 172 

Ξ 49Η ΗΗ, 145 
复 平 面 , 145 
复数 的 辐 角 , 146 
复数 的 三 角形 式 , 146 
复数 平面 , 145 
复数 域 , 145 


G 
[15 Π,ΒΕ, 6 
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ΕΕ [τ] ἘΚ, 81 
高 斯 法 , 14 
高 斯 引 理 , 170 
根 的 分 离 , 210 
构 作 性 数 域 , 153 
广义 分 配 律 , 132 
广义 结合 律 , 116 
归纳 的 基础 , 31 
归纳 法 原理 , 31 
规范 基础 解 系 , 81 
轨道 的 长 度 ,38 


Η 


ΡΕ, 22 
ΡΕ ΧΡ, 131 
行列 式 按 一 行 或 一 列 的 元 素 展 开 , 95 
行列 式 的 公理 化 构造 , 111 
行列 式 的 基本 性 质 , 87 
行 问 量 , 50 
行 问 量 空间 , 50 
恒 等 映射 , 23 
化 为 阶梯 型 , 11 
环 , 129 
~ 的 单位 元 , 130 
ο 的 导 子 ,183 
~ 的 分 式 域 , 173 
- 的 加 法 , 190 
ο” 的 可 道 元 , 118 
~ 的 类 型 , 134 
- 的 去 因子 , 135 
~ 的 医 零 元 ,142 
~ 的 平凡 零 因 子 , 135 
ο” 的 同 态 , 134 
~ Η111 7ο, 135 
~ 的 右 零 因子 , 135 
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~ 的 整 性 环 , 135 
~ 的 左 可 道 元 , 195 
~ 的 匹 零 因子 , 135 

换 位 子 , 188 

汇 点 , 227 

答 纳 方法 ,178 

J 


基 , 53 
基础 解 系 , 81 
婚约 元 , 163 
极 大 的 , 55 
极 大 元 , 30 
极 小 元 , 30 

合 , 20 
集合 的 包含 , 20 
既 约 多项式, 169 
既 约 分 式 , 174 
加 边 子 式 法 , 106 
加 法 么 半 群 , 118 
交 比 , 152 
交错 多 项 式 , 199 
交错 群 , 127 
交换 环 , 130 
阶梯 形 方 程 组 , 12 
结合 环 , 68 
截断 指数 函数 ,213 
ΒΗ 2} ἘΚ, 9 
解 空间 , το 
纠 错 人 码 , 7 
ΕΠ, 8 

ο” 单位 , 73 

~ 到 标准 型 的 约 化 , 79 

- 的 列 空间 , 57 

~ 的 列 秩 , 57 
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~ 的 行 空 间 , 57 
- 的 行列 式 , 87 
- 的 行 秩 , 57 
~ 的 秩 , 57 

~ 的 转 置 , 66 


κ 


卡尔 达 诺 ,5 
卡 塔 兰 数 , 163 
ΒΕ ΧΕ Β, 124 
可 构 作 数 域 , 154 
可 换 的 图 形 , 23 
可 解 群 , 6 
可 解 性 准则 , 60 
可 逆 和 矩阵 ,70 

有 可逆 元 法 , 135 
克拉 默 公 式 ，105 
Τῇ, 2 μὴ τς Θ, 69 
Ζ΄ 48, 90 
扩 域 , 137 


L 


拉 格 天 日 插值 公式 , 181 
拉 格 朗 日 公式 , 209 

拉 普 拉 斯 定理 , 110 

莱 布 尼 区 公式 , 183 
ΓΡ ΠΙΑ, 222 

两 个 多 项 式 的 结 式 , 196 
列 癌 基 基 , 59 

临界 点 和 临界 值 问 题 , 225 
临界 点 集 , 225 
临界 值 , 225 

3 2ΕΙΚΡΑΗΊΗ, 191 
ΈΓΒΚΧΕ ΒΕ, 217 

罗 巴 切 夫 斯 基 方 法 , 218 


Μ 


马尔 可 夫 窍 阵 , 81 
满 射 , 22 
满 同 态 , 134 

模 的 剩余 类 ,132 
模 同 余 , 139 


N 


内 目 同 构 群 ,125 

拟 三 角 方 程 组 ，12 

1 μ᾿ ή, 24 

牛顿 插值 公式 , 181 
牛顿 法 , 219 

牛顿 方法 的 整体 收敛 问题 , 227 
牛顿 公式 , 193 
牛顿 有 理 目 同 态 , 227 


ο 


欧 几 里 得 环 , 167 

欧 几 里 得 环 的 唯一 因子 分 解 性 , 166 
欧 几 里 得 算法 , 161 

欧 拉 公式 , 149 

欧 拉 但 等 式 , 188 

欧 氏 环 , 167 

侦 置 换 , 41 


Ρ 


排列 , 37 
判别 式 问 题 , 225 
偏 导 子 , 188 
偏 序 , 29 
偏 序 集 , 30 
平方 收敛 , 220 
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Q 


齐 次 多 项 式 , 160 
奇 置换 , 41 
“Σχ [4ΕΣΗ, 130 
全 序 集 , 29 
确定 的 方程 组 , 9 
ΒΕ. 119 
~ 的 同 构 , 122 
~ 有 的 同 态 , 125 
~ 的 目 间 构 , 125 
~ 的 日 同 态 , 126 


Η 


容 度 , 110 


S 


商 数 , 47 

上 三 角 和 矩阵 , 13 
剩余 类 的 导出 集 , 195 
剩余 类 环 , 133 
实 部 , 145 

实 二 次 域 , 151 

实 直 线 上 的 一 个 仿 射 变换 , 128 
实 轴 , 145 

剃 一 多 项 式 , 161 
数 域 , 140 

双边 道 , 24 

双 射 , 22 

双重 和 , 57 

斯 图 姆 定理 , 211 
斯 图 姆 序列 , 210 

斯 图 姆 组 , 210 

四 阶 行列 式 , 19 

ὃς 138 

素 元 , 165 
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算术 基本 定理 , 46 线性 组 合 , 51 


T 相伴 素数 , 46 
: 相伴 元 , 163 

特殊 线性 群 , 119 相对 于 基 的 坐标 , 53 

梯形 , 12 相关 多 项 式 , 221 

通信 编码 问题 , 7 相 容 的 方程 组 , 9 

同 构 的 域 , 137 香农 的 基本 定理, 141 

同 态 的 核 , 134 [51 8, 50 

同 态 映射 , 125 斜 对 称 多 项 式 , 199 

同 余 式 , 139 和 糙 对 称 晒 数 , 42,186 

退化 矩阵 , 70 ΦΥΣΙΚΗ ΙΕ, 98 
斜 对 称 行列 式 , 98 

Wi 188 130 

完全 归纳 构造 法 , 112 形式 帮 级 数 , 162 

威 尔 开 定理 , 187 虚 部 , 145 

韦 达 公式 , 186 虚 二 次 域 , 151 

唯一 性 定理 , 151 虚 轴 ,145 

唯一 因子 分 解 整 环 , 169 18], 37 

维 数 , 53 循环 群 , 121 

伪 位 置 法 , 218 ν 

未 定 元 , 157 

稳定 多 项 式 , 216 雅 可 比 猜想 , 224 

无 限 阶 元 , 122 亚 纯 竹 级 数 , 177 
么 半 群 , 114 

----μιη], 29 

吸引 不 动 点 概率 ,227 因数 , 46 

下 三 角 和 矩阵 ， 13 因子 , 46 

线性 包 , 51 映射 , 22 

线性 变换 , 63 ~ 的 乘积 , 23 

线性 插值 法 , 218 - ΤΠ, 23 

线性 函数 , 69 ~ 的 合成 , 23 

线性 无 关 , 52 ~ 的 扩张 , 23 

线性 相关 , 52 ~ 的 收缩 , 29 

线性 序 集 , 29 ~ 的 限制 , 23 


线性 映射 , 63 有 单位 元 的 环 , 130 
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有 理 函 数 的 次 数 , 174 
有 理子 数 域 , 174 
有 限 阶 元 , 122 
有 问 体 积 ,86 
有 序 对 , 21 
有 序 集 , 29 
余数 , 47 
域 , 136 
~ 的 乘法 群 , 136 
- 的 特征 , 137 
~ 的 自 同 构 , 137 
元 素 上 的 纤维 , 26 
元 素 组 的 判别 式 , 194 
约 化 多 项 式 , 180 


Ζ 


ΜΓ ΊΑΗΕ, 9,56 

驾 转 相 除法 ,167 
真 分 式 , 174 
真子 集 , 20 

ΕΤΕ, 119 
整除 , 163 
整除 性 判别 法 , 166 
整 环 的 分 式 域 的 构造 , 172 
整 环 中 的 消去 律 ,135 
整数 环 , 130 

束 有 理 范 数 环 ,180 
正 交 的 线性 映射 , 155 
正则 元 , 163 

正 整数 , 31 


值 域 , 22 
置换 , 36 
~ 的 符号 , 45 
- 的 减 量 , 45 
必 的 阶 , 38 
ον 的 逆序 , 45 
ο” 的 逆序 关系 , 45 
重 根 , 179 
重 零 点 , 179 
重 因 式 , 184 
逐次 消 元 法 , 14 
主 未 知 数 , 12 
准 素 分 式 , 176 
子 集 , 20 
子 集 的 补 集 , 21 
子 式 , 92 
子 域 , 137 
Η ἀπ, 31 
自然 映射 ,28 
自由 变量 , 12 
综合 除法 , 179 
组 合 - 解析 方法 , 87 
最 大 公 因 , 165 
最 大 公约 数 , 47 
最 大 元 , 30 
最 简 分 式 ，175 
最 小 公 倍 , 165 
最 小 公 倍 数 , 47 
最 小 元 , 30 
左 正 规 化 乘积 , 117 
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希腊 字母 表 
ΒΡ | 4δ 
beta gamma delta 
Oo 1 Kk 
theta iota kappa 
πό Oo Tix 
Xi(ksee) omicron pi 
γυ Do ΡΨ; 
upsilon phi chi(ki) 


Ee 
epsilon 
Αλ 
lambda 
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26 
zeta 
Mu 
mu(myu) 
ΔΣ 
sigma 
«ρω 


omega 


中 以 上 由 种 教材 或 参考 书 的 作者 都 是 俄罗斯 (前 苏联 ) 著名 的 代数 学 家 ， 他 们 的 工作 在 代数 学 


领域 的 影响 广泛 且 深 迁 ， 在 国际 上 说 有 尝 高 的 声 玲 . 
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